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CHAPITRE 1

Transformée de Fourier

Introduction

(@)

(b)

(©)

(d)

Qu’est-ce qu'un signal ? un son, une image, un courant électrique, un flot de bits sont des signaux.

On peut diviser les signaux types :

— les signaux analogiques : un son, une photo argentique peuvent étre représentés par des fonc-
tions R — R ou de R> — R>. Ces signaux prennent une infinité de valeurs et sont définis en
tout point de temps ou de I'espace.

— les signaux digitaux : une image numérique, un fichier MP3, un flot de bits sont représentés par
des fonctions de N — {0;1}™. Ces signaux sont définies sur un ensemble discret. Ils peuvent
prendre un nombre fini de valeurs.

Pourquoi passe-t-on de I'un a I'autre ? Comment traite-t-on ces différents signaux?

Qu’est-ce qu'un son ? Il s’agit d"une variation de la pression de l’air. Quand un objet bouge, il fait
bouger l'air et donc il y a une pression de l'air. L'oreille mesure cette pression et c’est le cerveau qui
interprete et reconstruit le son. (exemple : Deux sons qui sont en contre-phase s’annule alors que
chaque son pour soi peut étre fort voire insupportable.) Quand on visualise un son, on visualise
en effet la position de la membrane (de I’enceinte p.ex.).

Qu’est-ce qu'une image ? On a ici trois images monochrdome (rouge, vert, bleu) superposées. Pour-
quoi trois couleurs? Parce que 1'ceil humain posséde trois recepteurs, sensibles a ces couleurs.
Représentation par une fonction I : [0,1]> — R, (x,y) — I(x,y).

Pourquoi analyser un signal ? — compression, cryptage, nettoyage, transformation, ...

I Bases mathématiques

b
Definition [1.1.1] On dit que f : R — R est intégrable sur |a, b] si / |f(t)]| dt < H-o0.

a

Exemple Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur |a, b[. (f : x — 1 sur [1,2]).

x
1

Contre-exemple f : x — - sur |0, 1[ n’est pas intégrable.

ra

Definition [1.1.2] On dit que f est intégrable sur R ou f € L'(R) si lim |f(t)] dt < -o0.

a—oo J_g,

. 1 A 2 A eix X > 0
Exemplef.x»—>1+7,f.xn—>e",f.x»—>{0 £ <0
Contre-exemple f : x — x, f : x — %m ne sont pas intégrables.

ra

Definition [1.1.3] On dit que f € LP(R), p > 1, si et seulement si lim |f(#)|P dt < +oo.

a—oo J_,



II. LA TRANSFORMEE DE FOURIER

Definition [1.1.4] Une distribution est une application linéaire qui & une fonction continue associe un
nombre réel.

Exemple D : f — f(5). (valeur)
1
D:f / f(t) dt. (moyenne)

D:fr— / t2f(t) dt. (moyenne pondérée)

Definition [1.1.5] On note (5u ) la distribution appelee Dirac qui a une fonction continue associe f(u)

etonnote:d, : f — f(u / f(t)6u(t) dt. Onnote do(t) =: 6(t).

Definition [1.1.6] On appelle produit de convolution de f et de g la fonction i définie par

00

W(t) = frg(t):= [ f)g(t—u)du.

Remarque f x g(t) = gx* f(t).

Definition [1.1.7] el® = cos x + isin x.

II Latransformée de Fourier

La transformée de Fourier est un outil d’analyse de signaux. Elle fournit une représentation fréquen-
tielle de I'information.

Definition [1.IL1] Si f est intégrable, la transformée de Fourier f est définie par

+00 .
flw) = f(t)e widt < C.

f(w) mesure combien il y a d’oscillation dans f a la fréquence w.
Théoréme [1.I1.2] (Théoreme de reconstruction) Si f € L'(R) et si f € L'(R) alors

F0) = 5 [ flew) e de

Le module de la transformée de Fourier f(w) correspond a I'amplitude de la fréquence, la phase au
décalage de la sinusoide.

Il est impossible, a partir de ‘ f(w)
Propriétés [1.11.3] (Propriétés essentielles de la transformée de Fourier) On a les propriétés suivantes :

Fonctions € LY(R)  transformée de Fourier

f() fw)

£(t) 270f(-w)
20 f<w)~g< )
F(Hg(t) «§(w)
£t~ ) el f(w)
it (1) flw—¢)
£(4) sl f(sco)
£l (i) f(w)
(~iHPf(t) fP{w)

F(t) f-w)

(oit pour z = x +1iy, on a z = x — iy la conjuguée complexe).

C.,0.et AA. -6- Pascal SZACHERSKI



CHAPITRE 1. TRANSFORMEE DE FOURIER

T .
Exemple [1.IL4] (1) Si f(t) = 1[_1 ), alors Flw) = / ] o0t gp — zsm(cjw)'
() Sih(w)= 1j_y,) alors h(t) = 7Sin7_2/t) (¢ L', mais € L?).

2

(3) Sif(x) = e alors f(w) = /e T.
(4) Sif(t) =8,(t),alors f(w) = e iwr,

[e9)

(5) Sif(t)= Y_ dur(t) alors

n=—oo

IIT Convolution et Fourier

Les opérations classiques du traitement du signal comme la transmission de signaux, 1’élimination de

bruits stationnaires sont implementées par des opérations linéaires stationnaires.

La stationnarité d'un opérateur L signifie que sil’entrée f(t) est retardée de T (f:(t) := f(t — 1)), alors

la sortie est également retardée de T: g(t) = Lf(t) = g(t — T) = Lf«(f).

—+00
Théoreme [1.II1.1] Si L est stationnaire, 3h(t) telle que Lf (t) = / fOh(t—u)du = fxh(t) avech(t) =

Lé(t). h(t) est appelée la réponse inpulsionnelle.

Propriétés [1.I11.2] (Propriétés de la convolution) — commutativité : hx f(t) =

- dérivution:@:j_{*h:f*%.

— convolution par un Dirac : f * 6 = f(t — 1).

— Les exponentielles complexes sont les vecteurs propres de I'opération de convolution : Le

h(w) el¢t,

Théoréme [1.1IL.3] Si f € L' (R), h € L' (R), alors g := h* f € L'(R) et

~

§(w) = h(w)f(w).
Théoréme [1.I1L.4] (Théoréme de Plancherel) Si f € L'(R) N L?(RR), alors

[ irwpar= o[

(Alors, I'énergie de la transformée égale celle du signal a un facteur pres.)

A2
f(w)‘ dw.

fxh(t).

iwt _
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III. CONVOLUTION ET FOURIER
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CHAPITRE 2

Signaux discrets et signaux périodiques

I Echantillonnage

Un signal discret peut se représenter comme une somme de Diracs. A tout échantillon f(nT) on associe
un Dirac f(nT)dé(t — nT) situéen t = nT.
Ainsi un échantillonnage uniforme de f correspond & une somme pondérée de Diracs :

falty = Y fOT)O(E—nT).

La transformée de Fourier de f; est une série de Fourier :

Proposition [2.1.1] La transformée de Fourier d'un signal discret obtenu par échantillonnage de f a intervalles
de T vaut

fiw) =4 ¥ F (o).

L'échantillonnage de f a intervalles T rend sa transformée de Fourier périodique de période ZT” par sommation de
ses translatées f (w — 2"%)

Par symétrie on peut remarquer qu’une périodisation de la fonction induit une discretisation de la transformée
de Fourier.

Proposition [2.1.2] La transformée de Fourier d'une fonction périodique f, obtenue par périodisation de f a
intervalles T vaut

fol@)= ¥ F () brp (@)

n=—0o0
La formule de reconstruction devient dans ce cas
too
o) = 22 [ Fplw) e dw
- § rem e
n=—o0

On déduit de la proposition [2.1.1] e

Théoreme [2.1.3] (Théoréme de Shannon-Whittaker) Sisupp f C [—Z%; X] alors

fO) = Y FnT)hr(t—nT) = h fy SW)

n=-—oo



II. ALIASING
ot
sin 7

it
T

avec hr(t) =

Ce théoreme assure, sous une condition sur f, qu’on peut reconstruire f(t) ¥t € R a partir des va-

leurs échantillonnées. Ce théoréeme impose que le support de f n’a pas de variation brutale entre deux
échantillons consécutifs.
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FIG. 2.1 — Echantillonnage respectant le théoréeme de Shannon. (de : “Une exploration des signaux en
ondelettes” de Stéphane Mallat).

II Aliasing

Le pas d’échantillonnage T est souvent imposé par des contraintes sur les capacités de calcul, de
mémoire ou d’acquisition et en général supp f n’est pas inclus dans [—%, %|. Dans ce cas, la formule

(SW) ne redonne pas f. On peut analyser I'erreur résultante et déterminer un filtrage qui permet de la
réduire.

Le repliement des composantes haute fréquence sur un intervalle a basse fréquence s’appelle aliasing.

Suppression de l’aliasing

Pour utiliser le théoreme d’échantillonnage f est approximée par le plus proche signal f dont la trans-
formée de Fourier est a support dans [— 7%, F].
A ‘2

T
I 7= &) e o

(gl aos f,

La distance minimale est obtenue pour f(w) = f(w) - 1 g

dw

I
r\>|__I

I
5=

fl@) - flef dw).

s
<7

=
=

| = Hi(@)f(w).
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CHAPITRE 2. SIGNAUX DISCRETS ET SIGNAUX PERIODIQUES
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FIG. 2.2 - Echantillonnage ne respectant pas le théoréme de Shannon. (de : “Une exploration des signaux
en ondelettes” de Stéphane Mallat).

III Les signaux finis

()
Petit rappel : fx g[n] = Y flklg[n —kl.
k=—0o0
En pratique, f n’est connue que sur un support fini, disons 0 < n < N. Il est nécessaire de modifier les
convolutions pour tenir compte des effets bordsenn = 0 et n = N — 1. Donc on redéfinit la transformée
de Fourier pour les suites finies en vue des calculs symétriques.

Definition [2.II1.1] (1a convolution circulaire) Soient fet h deux signaux constitués de N échantillons.
Le produit de convolution circulaire est définie par

f@h[n] := ZO flplhin = p]
p:
ouVk € Z, f[k] = f[k mod NJ, h[k] = h[k mod NJ.

Les valeurs propres de I'opération de la convolution circulaire

Lyfln] = f ®hn]
correspondent aux coefficients de Fourier de &, c’est-a-dire
~ N-1 2mipk
Bk = Y hlpe %
p=0
Ces valeurs propres sont associées aux vecteurs propres

2mink
ex[n] = e"N .

2irtkn

Théoreme [2.111.2] La famille {ek n] = e
I'espace des signaux de période N.

0<k<N } est une base orthogonale (méme orthonormée) de

C.,0.et AA. -11- Pascal SZACHERSKI



III. LES SIGNAUX FINIS
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CHAPITRE 3

Filtrage

Le filtrage est une opération classique en traitement du signal qui consiste a effectuer la convolution
d’un signal d’entrée f par un signal h appelé filtre.
La convolution en espace correspond a une multiplication en Fourier.
— On parle de filtre passe-bas pour une filtre / tel que /i(w) ~ 1 dans les basses fréquences et i(w) ~ 0
pour les hautes fréquences.
— Un filtre passe-haut vérifie i(w) ~ 0 pour les basses fréquences et fi(w) ~ 1 pour les hautes fré-

quences.
— Un filtre passe-bande est une filtre & tel que h(w) ~ 1 pour w € [wy,wy] et h(w) ~ 0 pour w ¢
[UJ], wZ] .
Exemple - Le filtre passe-bas idéal i(w) = 1 {Jw|<cw,} est utilisé comme filtre anti-repliement pour

supprimer l'aliasing.
- Etant donné un signal f discret et deux suites de coefficients (ay) et (by), le signal ¢ obtenu par
K

M
Y axfln—k = ;Obzg[n —1]

k=0
est obtenu par filtrage ; on parle de filtre recursif.

. $w)  Tigage
h =< = -
() flw) LM be-ilw

Ce type de filtre est utilisé dans le traitement de la parole.

I Le filtrage en pratique

Si on veut filtrer un signal long comme un signal audio (44 kHz signifie 44 000 échantillons par se-
conde), on ne considere pas le signal dans son ensemble. On le segmente de maniéere a étudier des
signaux stationnaires sur lesquels la transformée de Fourier a une signification. Pour un signal audio
standard, les trames durent de 1'ordre de 30 ms.

On aurait envie de découper le signal brualement a 1’aide de fenétres rectangulaires. Ce découpage
altere le contenu fréquentiel du signal. En effet, si on multiplie f par une fonction 17, 1,;, on convolue sa
transformée de Fourier par un sinus cardinal (sinc). En particulier, on crée des discontinuités aux bords
des trames ce qui crée artificiellement des hautes fréquences.

On doit s’efforcer de fenétrer le signal en altérant le moins possible les fréquences. Pour cela, on fenétre
le signal avc des fenétres régulieres et en particulier continues aux bords. Suivant les application, on
utilise différentes fenétres : Hamming, Blackman, Gaussienne et surtout Hanning qui est définie par

2m

g[m] = cos? () L, ().
(cf. figure 3.1). (Dans MATLAB on retrouve ces filtres dans le paquetage Wavelab.)
N N

Pour traiter un signal, on le multiplie p.ex. par des fenétres Hanning translatée de -, 7 ou % (cf.
figure 3.2). On filtre ensuite chaque trame a 1’aide d’un filtre .

13



II. LE FITRAGE POUR LE DEBRUITAGE

Hamming
1
0.5F b
0 | | | |
0 20 40 60 80 100
Blackman
1
0.5 |
0 Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100
Hanning

60 80 100

FIG. 3.1 - Les fenétres Hamming, Blackman et Hanning
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FIG. 3.2 — Les fenétres de Hanning et deux de ses translatées

II Le fitrage pour le débruitage

Un filtrage peut servir a séparer deux signaux qui sont envoyés en méme temps. Les radios émettent
toutes avec le méme type d’ondes ; c’est la fréquence qui change d’une radio a I’autre.
Pour retrouver le signal émis par une radio donnée, on filtre le signal autour d’une fréquence donnée.

III Le filtrage pour MP3 (MPEG layer 3)

L'oreille capte les fréquences de 20 Hz a 20000 Hz avec une sensibilité accrue entre 1000 Hz et 5000

2
Hz. C’est-a-dire qu’a une puissance donnée en décibel (log, (%) ), un son est inaudible a 100 Hz et

audible a 4000 Hz.

La courbe de Fletcher-Manson décrit la sensibilité de 1’oreille humaine en fonction des fréquences.

L’'idée de base du MP3 est la découpage du son en 32 bandes de fréquence et de coder sur plus ou
moins de bits ces fréquences.

— On fenétre le signal sur des trames d’environ 30 ms.

— On filtre le signal avec 32 filtres qui séparent les différentes bandes de fréquence. On obtient alors

32 sinaux.
— On sous-échantillonne chaque ki, * f tous les 32 échantillons.
— On quantifie chaque bande de fréquence en fonction de la sensibilité de l'oreille.

C.,0.et AA. -14 - Pascal SZACHERSKI



CHAPITRE 4

Traitement du son et de la parole

I Spectrogrammes et applications

Quand on souhaite traiter un signal non-stationnaire, mais qui est stationnaire localement (par mor-
ceaux) on ne clacule pas directement une transformée de Fourier. On ségmente le signal en le fenétrant
correctement et on calcule des transformées de Fourier locales. Un spectrogramme est une représen-
tation 2D d’un signal en temps et en fréquence qui représente 1’évolution fréquentielle (on dit aussi
spectrale) du module de la transformée de Fourier. Il est composé d'une succession de transformées
de Fourier (fft) de différentes fenétres. Les fenétres peuvent se recouvrir fortement ou pas. Un spectro-
gramme est défini par une longueur de fenétre, un fenétrage est un intervalle entre le début de chaque
fenétre. C’est un outil d’analyse du son. Plus les fenétres sont longues, meilleure est la resolution fré-
quentielle ; plus elles sont courtes, meilleure est la resolution temporelle.

I.1 Pitch Shifting et Time Stretching

Le spectrogramme est un outil simple permettant de faire subir des modifications a un signal. Le
pitch shifting (décalage de fréquences) et le time stretching (compression ou dilatation temporelle) sont
deux opérations élémentaires duales : Si on sait faire le time stretching on peut faire du pitch shifting
directement en modifiant la vitesse de lecture du signal de sortie.

Une approche simple pour faire du time stretching consiste a interpoler le spectrogramme : Considé-
rons que le son est fenétré avec des fenétres se recouvrant a moitié. Si on veut obtenir un son deux fois
plus rapide, on reconstruit le signal en omettant une fenétre sur deux. Cette opération ne modifie que 1é-
gerement le contenu fréquentiel du signal. Elle revient a recontruire un son a partir d’un spectrogramme
dont on a extrait une fenétre sur deux.

! Attention a la phase!

Si on veut un son deux fois plus long, on va créer de nouvelles fenétres pour les glisser entre les
fenétres existantes. Ces fenétres doivent avoir un contenu fréquentiel proche de leur deux voisines.
Pour cela, on interpole le spectrogramme de maniére linéaire.

On fait la moyenne des modules de la transformée de Fourier et on reconstruit les fenétres synthé-
tiques par inversion de la transformée de Fourier et par un calcul adéquat de la phase.

De maniere générale, on peut ralentir ou accélérer un son d’un facteur o quelconque en interpolant le
spectrogramme de maniere a passer de N fenétres a «N fenétres.

I.2 Algorithme du vocodeur de phase (phase vocoder)

— On fenétre le signal avec des fenétres de Hanning qui se recouvrent a moitié (ou a %).
— On calcule le spectrogramme avec une interpolation linéaire du module.

— On calcule la phase et on I'interpole de maniere a conserver la variation de phase.

— On reconstruit le signal par fft inverse et sommation des fenétres

15



II. MODELISATION DE LA PAROLE, MODELE LPC
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FIG. 4.1 — Spectrogramme du son aei 0. wav avec une taille de fenétre N = 128. Un spectrogramme est
toujours symétrique !

I Modélisation de la parole, modéle LPC

La production de la parole se fait en trois étapes : Les poumons compressent 'air qui est envoyé a
travers la trachée. Cet air passe dans le larynx qui est composé d'un systeme de cartilage et de muscles
incluant les cordes vocales. Le larynx produit alors un signal d’excitation qui se propage le long du
conduit vocal qui produit I’articulation de la parole.

Ce mécanisme de production de la parole conduit a un modeéle mathématique de la parole. Si on
modélise le conduit vocal comme une succession de p tubes (cylindres) de diametres différents et que
I'on calcule I’équation de propagation des ondes a travers le conduit, on montre que le conduit vocal se
comporte comme un filtre auto-regressif, c’est a dire

e[n] = Zp: agg[n — k| ay # 0 Vk
k=0

ou g est le signal de sortie et e I’excitation d’entrée.

avec

ag+ a1 e 9+ . 4 a,elPw’
(h(w) s’écrit aussi fi( i)

Quitte a renormaliser on pourra prendre ay = 1.

Le filtre h amplifie les fréquences associées aux racines du polyndéme

P(z) =ap+ a1z + ...+ apz”.

C.,0.et AA. -16 - Pascal SZACHERSKI



CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SON ET DE LA PAROLE

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

FIG. 4.2 — Formants d’une fenétre du son aei 0. wav ayant pris p = 20

En effet,

Les pics de module de la réponse fréquentielle ‘fz( ei‘*’)‘ sont appelés formants. Les formants sont

d’autant plus prononcés que la racine dans I'angle associé est proche du cercle unité.

A une structure de conduit vocal on associe un filtre i et donc des formants. Ils caractérisent le type de
son produit, un 4, un ¢, un s et une personne. Une méthode de reconnaissance de locuteur ou de parole
consiste en l'identification des formants.

La plupart du temps, on a entre deux et quatre formants qui sont significatifs. La modélisation de
la voix comme filtrage d'une excitation par un filtre autoregressif est une maniére de déterminer ces
formants. L’excitation est modélisé de deux manieres selon si le son est voisé, c’est a dire si on utilise les
cordes vocales, ou si le son est non-voisé. Les voyelles sont des sons typiquement voisés, en revanche le
s, le f, le ch sont typiquement non-voisés.

Pour les signaux voisés on utilise un modéle de trains de Diracs. La fréquence du train de Diracs définit
la hauteur du son et les formants sa nature.

Quand l'oreille entend un 4, c’est ’enveloppe du a qu’elle reconstruit a partir du spectre du raie.

L’excitation des sons non-voisés est modélisé par un bruit blanc'. Le signal de sortie est alors un bruit
coloré?.

Ce modele de paroles correspond a une prédiction linéaire du signal ¢ au point n a partir des échan-
tillons précédents. En effet,

P
e[n] = ) axgln — K,
k=0

bruit blanc : variable aléatoire avec des entrées indépendantes dont sa fft est également aléatoire
Zbruit coloré : variable aléatoire dont les entrées dépendent I'une de l'autre. Sa fft se situe principalement dans les basses
fréquences.

C.,0.et AA. -17 - Pascal SZACHERSKI



III. APPLICATIONS DU LPC

gl = Y (—ag)gln — K] + e[,
k=1

n
On peut interpreter §[n] = ) _ (—ay)g[n — k] comme une estimation de g[n] a partir des valeurs précé-
k=1
dentes et 'excitation comme une erreur de prédiction.
Le codage d’un signal de voix par un filtre autoregressif et une excitation est appelé LPC (Linear
Predicture Coding). Les (a;)r<p sont les coefficients LPC associés au signal g et a 'entier p.
Pour les déterminer, on minimise l'erreur de prédiction linéaire. On cherche les a; qui minimisent

+oo p 2

&= ) |l — ) (~ar)gln —K]

n=-—oo k=1

Il existe un cadre probabiliste qui justifie ce choix des a; quand I’excitation e est un processus aléatoire,
gaussien et blanc.

En pratique, cette minimisation, qui correspond a l'inversion d'un systeme linéaire, donne des coeffi-
cients LPC tout a fait corrects dans les cas réels voisés et non-voisés.

III Applications du LPC

— Une application classique du modele LPC est la compression de signaux de parole. Au lieu de coder
une trame de 30 ms, on calcule entre 20 et 50 coefficients LPC, on estime l'excitation qu’on code sous
forme d’un bruit (une variance) si le son est non-voisé ou d’un train de Diracs (pitch, gain) et on ne
transmet ainsi qu'un nombre réduit de 'information. = CELP (Code Excited Linear Predictive).

— reconnaissance vocale ;

— synthese vocale;

— déclicage de signaux.
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CHAPITRE 5

Approximation et estimation

I Bases et représentations

Une des maniéres classiques d’analyser et de traiter (compression, débruiter) un signal est d’utiliser
une représentation dans une famille de fonctions.

Si f € H et Vect(y;);en = H alors 3(Ay)en € CN telle que

On

g
+o00 Vect(1;)je N
f - Z )\nlpn;
n=0
c’est a dire
N
dim {lf = Y Aupn| =0.
— 00 VlZO H

Dans la suite, on considéra que H est un espace de Hilbert.

Definition Espace de Hilbert : espace vectoriel normé complet dont la norme est issue
d’un produit scalaire. Soit (., .) ;; le produit scalaire de H, || ||y = /(f, f)-

La famille (¢;);cn peut avoir de bonnes propriétés ou non, elle peut étre libre ou liée, orthogonale ou

non, normée ou non. Si la famille (¢;);cn est libre, alors les coefficients (A,),cn sont uniques. Si elle est
liée, les coefficients (A,),cn peuvent ne pas l'étre.

Si la famille (1;);c est une base orthonormée, i.e. (;, ;) = dyj, alors la représentation est unique et
les coefficients (A;),en se calculent par un simple produit scalaire :

An = <f/an>
= f= ;)<ff¢n>¢n

Si (Pn)nen est une BON on a le théoreme de Pythagore :

(formule d’inversion)

Y Al = Nf11
n=0

ot dans la plupart du temps on pose H = L?(IR), (f,§) = [ fg donc on identifie |.||;; avec |.||,.
Exemple Fourier discret, Diracs (— Plancherel). Ondelettes.

Definition [5.1.1] Une frame est une famille de fonctions (), telle que 3A,B > 0:Vf € Hon a
2 2 2
A It < dfl; < B- ) Al
nelN neN

o Ay = (P, f).
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II. APPROXIMATION LINEAIRE

Remarque [5.1.2] Une frame (répere oblique) n’est pas nécessairement libre. Si elle I'est, on parle de
base de Riesz

Si la famille est liée on dit aussi qu’elle est redondante. On utilise des représentations en effectuant des
opérations simples sur les coefficients. On peut modifier la fonction en multipliant chaque coefficient par
un facteur a, dépendant ou non de A,,. Dans un certain nombre d’applications telles que la compression
ou le débruitage, on conserve certains coefficients et on met les autres a zéro.

De maniere générale il est souvent intéressant de trouver des représentations, c’est a dire des familles
de fonctions (¢;);cnN et de calculer les coefficients qui assurent une représentation compacte de la fonc-
tion.

II Approximation linéaire

On se place dans le cas ot (¢;);en est une BON. Pour réaliser une approximation d’une fonction on

peut ne conserver que certains coefficients A;. Si f = 2 Antpy, on note
nelN

fi=Y A

iel
Si I est défini indépendamment de f, on dit que f; est une approximation linéaire de f.

f(n) sin<M

0 sinon fm est une

Exemple [5.I1.1] Si f est définie sur N points, fy; est définie par fyi(n) = {
approximation linéaire dans la base de Diracs.

Approximation linéaire
ERR=113.9809
50 T

wl
wl

L’'approximation obtenue en gardant les M plus

basses fréquences est aussi une approximation li-

néaire.

L’erreur commise par une telle approximation est

201

2 %0 200 400 600 800 1000 1200
2 _
If = fillz = || LA
jél > Approximation linéaire d"une fonction réguliére par morceaux
BON 5 avec M = 50 coefficients de Fourier de basse fréquence
= 2 ‘ A ]-| . ci-dessus et I’erreur commise en omettant M coefficients de
i Fourier de basse fréquence pour cette fonction ci-dessous.
jEl q p
Erreur commise en gardant M coefficients
600 T T T
. . 2 . ,
Si on peut estimer ; |A] , on peut estimer l'er- .
]
reur commise. Si on considere le cas classique ol 400

I = {i < M} correspond aux M premiers indices, .
@ 300

Yo 1A |* dépend de la décroissance des coefficients.
]é[ 200

1001

0 L L . n
0 200 400 600 800 1000 1200
M

Théoreme [5.11.2] Vs > 1, JA, B > 0 tels que, si ) [m|* | A |* < 40, alors

m=0

g[M] = ||f — full> = o(M~%).

En particulier, s'il existe c et ¢ tels que Vm, |Am| < —=—, alors
m|""2

e;[M] = o(M~%).
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CHAPITRE 5. APPROXIMATION ET ESTIMATION

Proposition [5.11.3] Si f € L2[0; 1] est a support inclus dans |0; 1] et que f est n fois continiiment différentiable,
alors —si on note fyy l'approximation de f définie par fpr(t) = ) <f(u), ezi”m”> L
m|<%

e[M] = ||f — full* = o(M 2"~ 1%¢),

Cette décroissance de 'erreur d’approximation linéaire est en fait directement liée a la régularité de la
fonction.
Ainsi,sif =c- ]1[0,1],

2

|(fu), 2imme| =

0 sin # 0 est pair
m si n est impair
et donc g;[M] ~ M~ 1.
Ainsi, si f est discontinue on ne peut espérer une décroissance de l'erreur d’approximation linéaire
meilleure que g;[M] = O(M™1).
Nous verrons plus tard qu’on a un résultat similaire en base d’ondelettes.

III L’approximation non-linéaire

Si on veut minimiser 'erreur commise par I’approximation dans une BON il n’est pas toujours inté-
ressant de considérer les premiers coefficients de la décomposition.

Ainsi, si I'erreur commise || f — fiy||* = ) ]A]-IZ et que l'on veut rendre l'erreur aussi petite que

jEM

possible, on choisira ’ensemble I correspondant aux plus grands coefficients. Ainsi, a un entier M on
associe I'ensemble des indices Iy correspondant aux plus grands produits scalaires en valeurs absolues.
Les vecteurs (¢;);c; sont les vecteurs les plus corrélés a f.

L'erreur d'une approximation non-linéaire

en[M] = ||f — fu||”

est donc plus petite que I'erreur d’approximation linéaire obtenue en choisissant les M vecteurs d’ap-
proximation indépendamment de f.

Approximation non-linéaire
ERR=97.1072
T

Si on classe les coefficients |(f, ;)| = |A;| par ordre
décroissant et qu'on note f5[k] = (f, Pu,) = Ay, le
coefficient de rang k, on a

5k = Iflk+1]]  Vk>o0.

L’approximation non-linéaire optimale est alors

M
fru = 3 fi K
k=1

200 400 600 800 1000 1200
Cette approximation peut s’obtenir en appliquant

une fonction de seuillage. (Exemple : Dans MAT- Approximation non-linéaire d'une fonction régulere par

LABavecfs = f . (abs(f) > T). morceaux en gardant les M = 50 plus grands (en valeur
absolue) coefficients de Fourier.

Théoreme [5.I11.1] Sis > % et si 3¢ > 0 tels que | f[k]| < &, alors

2
c _
Sn[M] < ﬁMl 25. (51)

Si e, [M] vérifie (5.1) alors
1 —S
T < _ —S'
folll < (1- ) ek
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IV. ESTIMATION DANS DU BRUIT

Proposition [5.1IL.2] Si f a un nombre fini de discontinuités sur [0; 1] et est uniformement lipschitz « entre ses
discontinuités et si I3 est une base d’ondelettes ayant q > « moments nuls alors

en[M] = O(M?*),

Remarque [5.II1.3] L'exemple de la fonction indicatrice montre qu’on ne peut rien espérer de tel dans
la base de Fourier ot ¢;[M] ~ &,[M].

IV Estimation dans du bruit

IV.1 Bayesien -VS- minimax

Un signal f[n] de taille N est contaminé par ’addition d’un bruit. Le bruit est modélisé par la réalisa-
tion d’un processus aléatoire W([n| dont la distribution de probabité est connue. Les données mesurées
sont

X[n] = f[n] + W[n].

Le signal est estimé en transformant les données bruitées X a ’aide d’un opérateur de décision D. L'es-
timation résultante est F = DX.

L’objectif est de minimiser 'erreur d’estimation mesurée a 1’aide d’une fonction de coft.

Par simplicité en mesura cette erreur par la distance euclidienne.

Le risque de I'estimation F de F est calculé en moyenne par rapport a la distribution du bruit W :

r(D, f) = E(||f — DX|3)

ol E est I'espérance probabiliste.
L'optimisation de I'opérateur de décision D dépend de l'information a priori disponible sur le signal.
Si on dispose de I'ensemble © ot vit la fonction f ainsi que de la loi de probabilité «d’apparition de
la fonction f» dans I'ensemble ©, on peut effectuer une approche Bayesienne : Dans cette approche, f
est considérée comme la réalisation d"un processus aléatoire F dont la probabilité 7t est connue a priori.
Dans ces cas-la :

X[n] = F[n] + Win|.

On suppose que F est indépendante de W. A partir des lois de F et W, on détermine la probabilité
conditionnelle de F connaissant X, appelée distribution postérieure. C’est cette distribution postérieure
qui permet de construire un opérateur de décision D dont le risque est mesuré par

r(D, ) = Ex(r(D, F)).

On cherchera un opérateur D qui minimise ce risque.

Probléme : On connait rarement la loi 77!

Si on dispose uniquement de 1’ensemble ®, on se place dans le cadre minimax. On cherche a estimer
f € O a partir des données bruitées X[n] = f[n] + W[n]. Le risque de l'estimateur F = DX est mesuré
relativement a la distribution du bruit :

2
r(D, f) = E(IDX — %)
Pour controler le risque sur © on essaie de minimiser le risque maximum

r(D,®) = sup E(||DX — f|*).
fe®

Le risque minimax est la borne inférieure calculée sur tous les estimateurs linéaires et non-linéaires :

m(@) = igfr(D, Q).

On va chercher des estimateurs “simples” dont le risque est aussi proche que possible du risque mini-
max.
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CHAPITRE 5. APPROXIMATION ET ESTIMATION

IV.2 Estimateurs diagonaux et seuillages

Si on décompose des données bruitées X = f + W sur une BON B, on obtient
Xy = (X, by) = (f,bn) + (W, by) = fu +Wy,, by €B.

Si W est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance o2, Yn,m € N, W, et W,, sont des
réalisations d’un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 2. De plus, W, et Wy, sont
indépendants si n # m. Le bruit blanc gaussien est bruit blanc gaussien dans toutes les BON.

Un estimateur diagonal estime indépendamment chaque f;, avec des fonctions d;; de Xy, :

N-1

m=0

On considere une classe de signaux centrés en 0 et on pose D(0) = 0 et par conséquent d,,(0) = 0 et
on peut donc écrire dy, (X)) = auXm ot a, dépend de X,,. L'opérateur est linéaire quand a,, est une
constante indépendante de Xy;.

N-1
On veut choisir a, pour minimiser (D, f) = E(||f — 1:"H2) = Y E(|fm— amXm|?).
m=0

fa
fato?

Or, E(|fu — amXm|?) = |fu|* (1 — am)? + 02a2,. Ce risque est minimal pour a,, =
vaut

et le risque

112
rine(f) = E(|[f = F[|")
N-1
m=0 f 7%1 + o
En pratique, le facteur d’atténuation a,, ne peut étre calculé car il dépend de f,; que 1'on ne connait
pas. rin¢(f) est donc une borne inférieure qui n’est pas atteignable.
On dit que ce risque a été obtenu avec un oracle.

Projection par oracle

Le projecteur non-linéaire qui minimise le risque E(|f — amXm \2) est défini par

{1 si |fu| >0
am:

0 sil|ful <o

Comme a,; dépend de f;;, cet estimateur ne peut étre implémenté. Il utilise également un oracle. Le
risque de cet estimateur est

ro(f) = E(|f — F|")
N-—1
— Zomin(|fm|2,(72).

Rappel : Vx,y € R¥, min(x,y) > ¢ > 3 min(x, y).
Ona

”p(f) > Ting(f) > %rp(f)

Soit M le nombre de coefficients tels que |f,| > o¢. L'approximation non-linéaire de f par ses M
vecteurs de plus forte amplitude est
f M = Z f mbm.

|fu| >0

(NB : far est une fonction, f,,; un coefficient!)

L’erreur est
2 2
em M) = |If = fml®= ) Iful®
|fm| <o
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IV. ESTIMATION DANS DU BRUIT

Le risque de la projection oracle peut se réécrire

N-1 9
()= & minlful’, 0%

= Mo? + 2 ‘fm|2

|fm| <o
= Mo? + e[ M].

Proposition [5.IV.1] Si e, [M] ~ c>?M' =%, alors

Seuillage dur

Un estimateur par seuillage dur s'implémente par

x silx|>T
0 silx|<T’

dn(x) = pr(x) = {

L’opérateur D associé est alors un projecteur non-linéaire. Le risque de ce seuillage est

ri(f) =r(D, f)
N-1

= ¥ E(lfn — pr(Xu)?)

m=0

2 .
N 2 (Win|= st | Xm| >T
ou —pr(X = .
|fm pT( m)‘ {fm|2 si ‘Xm‘<T
Le risque de ce projecteur est supérieur au risque du projecteur par oracle :

N-1 )
n(f) 2 rp(f) = Zomin(\fm\ ,0%).

Théoreme [5.1V.2] (Donoho-Johnstone) Soit T = cv/21In N. Le risque d'un seuillage dur vérifie VN > 4

n(f) < @InN +1)(0* + 1y (f))

oit N est la taille du signal.

Le seuillage en pratique

. (a) En pratique on utilise un seuil inférieur a +/21ny N, par exemple un peu supérieur a 3¢.
p-ex. ase
d’ondelettes.

it e (D) Silabase qu’on utilise n’est pas invariante par translation, on moyennera les signaux seuillés dans

evtlmt. ds z
e base, ms les bases translatées.
p-é¢ pas ds

une autre!

bruit pt &

divisé par 3

ou4!
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CHAPITRE 6

Transformée en ondelettes orthogonales

Introduction

Les ondelettes et les bases d’ondelettes orthonormées en particulier sont le fruit de la rencontre des
ingénieurs et des mathématiciens. La premiere base d’ondelettes (base de Haar) date de 1910. C’est le
développement des données numériques et leur traitement par des ingénieurs astucieux d’un coté et le
concept mathématique d’analyse multi-échelle d’un autre c6té qui font naitre les ondelettes.

11 existe une infinité de bases d’ondelettes.

Les ondelettes sont des fonctions définies sur R qui forment une base orthonormée de L?(R) pour le
produit scalaire usuel :

o
(f.8) =/_oo f(Hg(H)dt.

On note B = {¢;}iex. Une famille est orthonormée si et seulement si (¢;, ;) = d;;.
Les ondelettes forment des bases de L?(R).

N(e) ?
«=Vf € L2(R) Ja, € *(R) tels que Ve > 0 IN(e) € N tel que ||f — Y. anpu|| <e
=0
N 2 ' ’
<=Vf € L2(R) Ja, € *(R) tels que Allirn Hf - Z any| =0.
—00 n:O 2

(o]
On écrira f = ) antpy.
n=0

Chacune de ces bases contient un nombre infini d’ondelettes. Les bases d’ondelettes ont de nombreux

points en commun :

— Elles permettent une analyse multi-échelle du signal (des fonctions) et toutes les fonctions de la
base sont obtenues par translation et dilatation d"une «ondelette mere». Cette ondelette mere définit
entierement la base d’ondelettes.

— Chaque base est associée a un algorithme discret (et rapide) de transformée en ondelettes des si-
gnaux digitaux.

— La plupart d’entre elles sont «localisées» a la fois en temps et en fréquence! Elles assurent une re-
présentation compacte de fonctions irréguliéres par morceaux. (— un plus par rapport a Fourier!)

I La transformée de Haar

On note V; l'espace des fonctions de L*(R) telles que Vf € Vi, f est constante sur les intervalles
[27k, 2/ (k +1)[ Vk € Z.

Par définition de Vi,

- Vj € Z, Vi1 C Vj. (emboitement)

-V €Z: f(t) e Vi< f(}) € V.
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I. LA TRANSFORMEE DE HAAR

- VjkeZ:f(t)e Vi< f(t—2k) €V,
On dit que V; est un espace d’approximation a I’échelle de 2J. En effet, toute fonction f de L2(IR) peut

étre approchée par une fonction f; € Vj en prenant la moyenne de f sur les intervalle [2/k, 2/ (k 4 1)[. f;
est la projection de f sur V;.

fj = Py,(f) := argmin||f — g5
8eV;

On dit que | Vj est dense dans L?(IR), c’est a dire
jez

Vf € L(R) Ve > 03] € Ztel que |f - ij(f)Hz <e

2

Vi= <{4’/’,k = J7 L2 (%) [k € Z }>

V; est ainsi engendré par des fonctions ¢; x, toutes translatées d"une fonction ¢; o = % Lo ik (x). Toutes

On a

les fonction ¢; := ¢;o sont elles-méme obtenues par dilatation d'une fonction d'un facteur 2/ d’une
méme fonction
¢(x) = Ljgq(x)-
Les fonctions ¢; x sont appelées fonctions d’échelle, la fonction ¢ est appelée fonction d’échelle mere.
Les fonction ¢; x sont les briques de base permettant de construire une approximation d’une fonction
f € L2(R) a l'échelle j. Comme les fonctions d’échelle sont orthogonales a l'intérieure d’une méme
échelle, la projection de f sur V; se calcule simplement :

Py (f) = X (£ 0ik) 9

keZ

“+00 . 2/ (k+1)
avec ( f, ;1) = t-tdt:—./ t) dt.
(£g) = [ fooutrar= 4 [ 7
Les différentes fonctions f; fournissent des approximations plus ou moins détaillées de f; en particu-
lier, f;_1 contient plus de détails que f; car on peut reconstruire f; directement a partir de f; ;.

La famille {¢; x } (j ez fournit une représentation compléte mais redondante des fonctions de L%(R).

Pour obtenir une meilleure représentation des fonctions de L?(RR) et de Vj, on introduit la notion
d’espace de détails :
Comme pour tout j, V] - Vj_l, on peut définir W]- par
—V.oltw
Via = Vet W,
wiiw_  W;est1l’espace de détails a I’échelle 2/; Wi est le complémentaire orthogonal de V; dans V; ;.
W; contient les informations qui permettent de passer d’une approximation f; de f a une approxima-
tion f;_1 plus fine.
W est un espace des fonctions
— constantes sur les intervalles de la forme [2/~1k, 2/~ (k 4 1)[ car W; CViq

— et de moyenne nulle sur les intervalle [2/k, 2/ (k + 1)[; en effet, Vip € W; et V¢, € V;, <1p, (])]-,k> =0.

oo . 2/ (k41)
—0r, [y = [ pdx

J —00

L'espace W; est engendré par des fonctions ¢; x appelées ondelettes : W; = <{1/Jj,k ’ keZ }> ol

V2

L sixe 27N k+1),27 (k+2)[

L sixe [k 27 (k+1)]
Yk =
V2

Notons au passage que Vk,j € Z

1

Pix = NG (j—12k +Pj12601) et (6.1)
1

ix = 7 (Pj—12k — Pj—1,2k41) 6.2)
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CHAPITRE 6. TRANSFORMEE EN ONDELETTES ORTHOGONALES

1.0 . . T -

05 t+ 4

0.0

_10 ! ! ! !

F1G. 6.1 - l/)o/l [—] et 1/11,1 [—"—]

pour les ondelettes de Haar.
Les ondelettes sont obtenues par translation et dilatation d’une ondelette mere :

1 /oo

#ix(v) = —=0 (") (6.3)
1 (1o

vial) = —= (). (6.4)

Les (1 )kez forment une BON de I'espace de détails W; :
Pw.(f) =} <fr ¢j,k> W) k-
ke
Remarquons que pour tout j entier négatif,
—W: etV
Vi =Weh,
=W &t Wi @ Vip
=Wt Wine Wiae' Vi,

€
= @ 4% ot Vo.
j<I1<0

Un élément de V; | peut ainsi s’écrire comme somme d’une approximation grossiére sur Vy et de
détails de différente taille correspondant aux espaces W, j <1 < 0.

0
Vf € LX(R), Py.(f) = Py,(f) + ZHPW1<f)'
=
Comme la projection de f sur Wy est Py, (f) = ¥ (f, 91 k) 11, on obtient que
ke

Pw,(f) =Py (H)+ Y {fr k) ¥

ke
j+1<1<0

Les ondelettes fournissent une représentation multi-échelle d"une fonction.
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I. LA TRANSFORMEE DE HAAR

La base de Fourier décompose une fonction en ses différentes composantes fréquentielles ; une base
d’ondelettes décompose une fonction en détails a différentes échelles.

Les fonctions constantes par morceaux admettent un grand nombre de coefficients nuls dans une base
d’ondelettes de Haar.

A chaque échelle, le nombre de coefficients non-nuls est au plus égal au nombre de discontinuités.

Les fonctions continues peuvent s’approcher par des fonctions constantes par morceaux et ont donc
un “petit nombre” de coefficients de Haar élevé. Cette base concentre ainsi I"énergie de la fonction sur
un petit nombre de coefficients ce qui est intéressant pour la compression ou pour le débruitage. (cf.
figure 6.2, page 29)

I.1 Les ondelettes de Haar dans un cadre discret sur un intervalle

Un signal digital (xq,...,xy) suite de nombre peut étre considéré comme un échantillon d"une fonc-
tion continue. On peut aussi considérer la suite comme une moyenne locale du signal :

(k+1)T
xk:%/kr f(x)dx.

Ce modele est raisonnable pour I'image ot la valeur d’un pixel correspond & un nombre de photons
captés par une cellule photoélectrique. On peut ainsi voir la suite (x1, ..., xy) comme les coefficients de
la projection d"une fonction f sur un espace V; :

N N
Py(f) =) xpjx =), <f/ <Pj,k> Pk
k=1 k=1
ot N = 2. .
On peut donc calculer les coefficients de cette fonction de V; = Vj o+ @ W; dans la base d’onde-

j+1<1<0
lettes associée, c’est a dire calculer les a; ; tels que

N
Y xipik =) boxbor+ Y. APk
i=1 k

j+1<1<0

Comme on travaille toujours sur des signaux finis, on périodise le signal observé en dehors du support
du signal pour simplifier les calculs. On prendra toujours une période T dyadique (T = 27/, —j € N)
pour simplifier ’algorithme.

On observe alors qu’au dessus d"une échelle j notée j = 0, ¢; (x) = const VI < 0.

On a ainsi une seule fonction d’échelle a échelle maximale qui correspond a la moyenne de la fontion.
Ona:

— 1 fonction d’échelle a I’échelle 0.

— 2 fonctions d’échelle a I’échelle —1.
4 fonctions d’échelle a 1’échelle —2.

— 277 fonctions d’échelle a 1’échelle j.
Ainsi la transformée en ondelettes d’un signal de 27/0 éléments, correspondant & 2770 coefficients de
fonctions d’échelle, comprend 27/0 éléments.
— 1 coefficient de fonction d’échelle a 1’échelle 0.
1 coefficient d’ondelettes a 1’échelle 0.
2 coefficients d’ondelettes a I’échelle —1.
4 coefficients d’ondelettes a I’échelle —2.

— 27 Jo—1 coefficients d’ondelettes a 1’échelle jo+ 1.
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signal signal signal
10 6
10 4
5 5 2
0
0 0 =2
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
Transformée de Fourier Transformée de Fourier Transformée de Fourier
2000
1200
1000 100 1500
500 600 1000
300
0 L
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
Transformée en Haar Transformée en Haar Transformée en Haar
50
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40 0
oIf 20
0
-50 0 -20
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000

Fourier, ERR=1.1199
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FIG. 6.2 — Trois signaux et leurs transformées en Fourier et en ondelettes de Haar, puis leur reconstruc-
tions non-linéaires avec M = 64 coefficients.
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1.2 Calcul des coefficients

N-1
Ondisposede f = ) xpj s N =270,
k=0

f estun élémentde V) = Vj 11 o+ Wiy41; on va l'écrire comme la somme d’un élément de Vj ;1 et d’un élement de W; 1 :

f = X09jo,0 + X19jy,1 + X2Pjp 2 + X3Pj 3+ -+ XN—20j) N—2 + XN-1Pjy,N-1
_ Xo + X1 Xp — X1 X2 + X3 X2 — X3 XN-—2 + XN-1 XN-2 — XN-1
= 7 ($io0 T Pjo1) + =5 (o1 = Pjo1) + =5 (Po2 + $jo3) + =5 (P2 — $jg3) T T == (@jo N2+ Pjn-1) + ——5—— (PjgN-2 ~ PjoN-1)

(6.1)(62)  Xp+ X1 Xp — X1 X2 + X3 X2 — X3 XN-2 FXN-1 XN—2 FXN-1
= 2 $jp—10 + 74’/0—1,0 + 74’/071,1 + 7%‘071,1 +...+ T(Pj—O—l,N/Z—l + Tlpjo—l,N/Z—l

Algorithme [6.1.1] (Algorithme de Mallat, Transformée en ondelettes rapide) On note h le filtre périodique ayant deux composantes non-nulles :

1 1
h[N] = h|0] = —, WN -1 = —
[N] = h[0] 7 [ ] 7
et g le filtre
1 1
N: 0 = —y N—1 = ——F=.
g[N] = g[0] 7 8l ] 7
Ona
f*h*i(x +x1,x1 + X2, X2 + X XN—1+ XN, XN + X71)
\/z 0 1,41 2,42 37+ 7AN-1 NsAN 1)
1
f*xg=—=(x0—Xx1,X1 —X2,X0 — X3,...,XN—1 — XN, XN — X1).

S

Le calcul de la tranformée en ondelettes peut étre représenté grace au schéma suivant :

f—>—>\2—>—>\2—>—>\2—>

L}-’\lz L)—>\2 L)—>\2 L

stock stock stock

La reconstruction se fait quasiment de la méme maniere : Au lieu de sous-échontillonner (indiqué par “\7), on intercale des 0 entre les données stockées, on fait
la convolution avec les filtres, on additionne. Puis on recommence jusqu’a ce qu’on arrive a la fonction reconstruite.
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CHAPITRE 6. TRANSFORMEE EN ONDELETTES ORTHOGONALES
II Les autres bases d’ondelettes

Les bases de Haar sont adaptées pour concentrer I'énergie des fonctions constantes par morceaux.
Pour des fonctions qui ont une régularité locale plus grande, on a construit d’autres bases d’ondelettes.
Toutes les bases orthogonales d’ondelettes sont construites a partir d’une ondelette mere :

Vik: 0= —=v (S5
On définit de méme les espaces de I'approximation V; et les espaces de détails W; :
Vi = Vi1 @ Wi
Comme V]-H C V]-, on a que
i1k = Zl:hl,k¢j,l
= Xl:h[Zk —1¢j,

et comme W) 1 C V,,

Yiv1 =Y 812k —1]¢j.
]

Les coefficients h[l] et g[l] varient selon la base d’ondelettes. A chaque base est associé un couple
(h, g). Ces filtres sont ceux qui interviennent dans l'algorithme de Mallat [6.1.1], page 30. Ce sont eux qui
déterminent la tranformée en ondelettes. Quand on modifie les propriétés des filtres / et g, on modifie
les propriétés de la base d’ondelettes.

Théoreme [6.I1.1] (Théoréme de Mallat-Meyer) Sifi(w) est 27t-périodique et continfiment différentiable dans
un voisinage de 0 et que

(1) h(0) =2,

(2) Yw € R, fz(w)’2+ fi(w + n)’z =2t
(3) inf{ fz(w)‘ ’ w € [—%,%} >0,
alors R
A = h(27Fw)
w) =
$(w) ;:[1 7

est la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle ¢ € L*(R).
Soit g le filtre défini par

L'ondelette 1 définie par

engendre une base d’ondelettes de L>(R) :

{wf,ku) = 0 <t_2?jk> jke }

Definition [6.I1.2] Une fonction f a n + 1 moments nuls, n € N U {0}, si et seulement si

/xkf(x)dxzo Vk < n.
valable pour
Théoreme [6.I1.3] (Théoréme d’approximation) Si f est C* par morceaux et si { est une ondelette avec p > llegnﬁiggaux
« + 1 moments nuls, alors 'approximation fy; de f calculée avec les M plus grands coefficients d’ondelettes
vérifient
2 _
If = fmll” < eM™%
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