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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

1.1 Rappel : ’espace euclidien R" et I’espace hil-
bertien C"

Le R-espace vectoriel de dimension finie R™ est le prototype d’un espace euclidien
dans lequel on peut envisager la géométrie fondée sur le théoreme de Pythagore.
L’espace R™ peut étre en effet équipé de la forme quadratique définie positive!

n
r— o) =) a?
j=1

dérivant du produit scalaire canonique
j=1

ou (x1, ..., z,) (resp. (Y1, ..., yn)) désignent les coordonnées de z (resp. y) dans la base
canonique de R".

Le C-espace vectoriel de dimension finie C™ est, lui, le prototype d'un espace hilber-
tien? dans lequel on peut envisager également la géométrie fondée sur le théoreme de
Pythagore. L’espace C" peut étre en effet lui aussi équipé de la forme hermitienne

n

2 2P =) Izl

J=1

définie positive® dérivant de la forme sesquilénaire canonique présentant la symétrie
hermitienne (w, z) = (z, w), a savoir le produit scalaire canonique

n
(z, w) =) zw;,
j=1

LOn rappelle (voir le cours de MHT301) que dire qu'une forme quadratique Q : R"® — R est
positive signifie que Q(x) > 0 pour tout x € R™ et que dire qu’elle est définie signifie Q(x) = 0 <=
z=0.

2En référence au géometre allemand David Hilbert, 1862-1943 ; on parle aussi, pour qualifier un
tel espace, d’espace hermitien, en référence aux travaux du théoricien des nombres francais Charles
Hermite, 1822-1901, qui mania aussi l'outil « produit scalaire » dans le cadre complexe.

30n rappelle (voir le cours de MHT301) que dire qu'une forme hermitienne H : C* — R est
positive signifie que H(z) > 0 pour tout z € C" et que dire qu’elle est définie signifie H(z) = 0 <=
z=0.




2 Espaces de Hilbert

ou (21, ..., 2n) (resp. (wy,...,w,)) désignent les coordonnées de z (resp. w) dans la
base canonique de C". Ce produit scalaire est linéaire en le premier bloc de variables
(z), antilinéaire en le second (w), ce qui est précisément la définition de la propriété
de sesquilinéarité.

Ces deux espaces (R™ ou C") peuvent équipés de la topologie associée a la métrique
euclidienne (resp. hermitienne) définie dans le cas de R™ par
d(z,y) = |lz =yl

(resp. dans le cas de C™ par d(z,w) = ||z — w||). Munis respectivement de cette
topologie d’espace métrique, ces deux espaces R" et C™ sont des espaces métriques
complets : toute suite de Cauchy (relativement & la métrique) est convergente?.

Les deux résultats majeurs inhérents au cadre de 1’espace euclidien R" sont :
— le théoreme de Pythagore : si x et y sont deux vecteurs de R",

lz = ylI* = ll2I* + llyl* + 2=, y)

(en particulier ||z £y||*> = ||=]|* + ||y||* si et seulement si x L y, 'orthogonalité
1 étant ici entendue au sens du produit scalaire canonique) ;
— l'inégalité de Cauchy-Schwarz : si x et y sont deux vecteurs de R",

[z, o) < =]l < [lyll,

I’égalité ayant lieu si et seulement si x et y sont R-colinéaires.

Ces deux résultats majeurs se transposent ainsi dans le cadre de I'espace hilbertien
C" .
— le théoreme de Pythagore devient : si z et w sont deux vecteurs de C",

Iz = w]f* = JI2l* + lw[|* + 2Re (2, w)

(en particulier ||z £ w|* = ||z]|?+ ||w]||? si et seulement si z L w, Porthogonalité
étant encore ici entendue au sens du produit scalaire canonique) ;
— l'inégalité de Cauchy-Schwarz devient : si z et w sont deux vecteurs de C",

{2, w)| < =1 > flwll,

I’égalité ayant lieu si et seulement si z et w sont C-colinéaires.

Nous reviendrons dans la section suivante (dans un cadre élargi) sur ces deux pro-
priétés (et d’autres) qui ne font intervenir que les notions algébriques liées a la
définition d’une norme dérivant d’un produit scalaire.

On connait® 'intérét (dans le cadre tant de R™ que de C") des outils que représentent
le « produit scalaire », le théoreme de Pythagore et I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Ces outils permettent, par exemple dans le contexte euclidien de R", de réaliser
l'opération suivante : étant donné un R-sous-espace affine D de R™ (de sous-espace
vectoriel sous-jacent F'), on peut définir un opérateur de projection orthogonale sur
D, schéma que le petit diagramme bien commode ci-dessous (figure 1.1) soutend (ici
lorsque D est une droite du plan R?) :

4D’ailleurs, le choix de la métrique, pourvu que celle ci dérive d’une norme, est irrelevant
puisqu’en dimension finie on sait que deux normes sont toujours équivalentes.
Voir le cours d’algebre de L2 (UE MHT301).
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M D

(%)

F1G. 1.1 — La projection orthogonale sur une droite D de R? passant par (x,y)

On a utilisé ici le modele de R? pour faire un dessin, mais I’'on aurait pu tout aussi
bien reproduire ce schéma dans le cadre abstrait. Si

D=M,+F,

ou F' (sous-espace vectoriel de R™ sous-jacent a D) est un sous-espace vectoriel de
dimension k engendré par vy, ..., v et que (vq,...,v,) est une base orthonormée de
R™ pour le produit scalaire canonique, la projection orthogonale sur le sous-espace
affine D

M +—— Proj, (M)

est 'application qui a M associe le point
M0+€1U1+"'+£kvk,

ou (&1, ey &y Etty oo, &n) sont les coordonnées du vecteur W dans la base or-
thonormée (v, ...,v,). Ce opération de prise de « projection orthogonale » sur un
sous-espace affine D est a la base d’'une démarche capitale en mathématiques ap-
pliquées, la méthode des moindres carrés : étant donnée une liste de contraintes dans
R"™ matérialisée par un jeu d’équations affines

a1711:1+~-—i—a1,na:n = bl
= (1.1)

Q121 +-+ Ampndn = bm )

oulesaj,etlesb;, j=1,....,m, k=1,..,nsont des scalaires réels, on peut calculer,
étant donné un état x = (x1, ..., x,) donné dans R", l'unique point

T=(T1,...,Tp)

le plus proche de x dans R™ (pour la distance euclidienne) qui satisfasse au jeu de
contraintes (1.1). Ce point répond donc a la double exigence :
— d’une part 7 satisfait les contraintes (1.1);
— d’autre part || — Z|| est le minimum des nombres ||z — y||, pris pour tous les
y satisfaisant les contraintes (1.1).
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Ce point T est exactement la projection orthogonale Proj,(z) de x sur le R-sous
espace affine D (de dimension au moins n — m car il y a m contraintes, certaines
pouvant éventuellement étre redondantes) défini par les équations affines (1.1). Le
méme raisonnement vaut dans le cadre complexe et cette méthode des moindres
carrés dont nous serons souvent appelés a parler dans ce cours est l'illustration
méme de la force du théoreme de Pythagore.

Les mémes idées se transposent au cadre de ’espace hermitien C".

Ce sont ces idées qui soutendent par exemple des démarches algorithmiques telles
par exemple celle qu’illustrent les deux exemples suivants :

Exemple 1.1. Soient F} et F, deux sous-espaces vectoriels de R™ (ou de C™) tels que F1NF3- = {0}
et s un élément inconnu du sous-espace F7 ; si I'on connait la projection orthogonale sg de s sur Fy,
la démarche algorithmique « en zig-zag », basée sur 'utilisation d’un jeu de projections orthogonales
itérées (alternativement sur I} et sur le sous-espace affine sq + Fj-) conduit & une approximation

de I’élément inconnu s (voir la figure 1.2 ci-dessous) ©.
=
l .
s
%20
511
F
So 0 2
S + FL

F1a. 1.2 — Ttération de projections (exemple 1.1)

Exemple 1.2. Soient Dy, ..., Dy N sous-espaces affines de R™ (ou C") s’intersectant en un unique
point A. Le mécanisme qui consiste & partir d’'un point M quelconque de espace et (comme
sur la figure 1.3 ci-dessous) & projeter ce point orthogonalement sur Fy, puis & projeter le point
obtenu orthogonalement sur Fy, etc., jusqu’a épuisement de toute la liste de sous-espaces, puis a
recommencer, conduit (via une démarche « en escargot ») & une approximation du point A 7.

6Nous reviendrons sur la preuve de ce résultat dans un contexte beaucoup plus général plus
tard dans le cours.
"Ceci sera établi dans un contexte beaucoup plus général plus loin dans le cours.
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F1G. 1.3 — Ttération de projections (exemple 1.2)

1.2 Le saut de la dimension finie a la dimension
infinie

Autant le théoreme de Pythagore et I'inégalité de Cauchy-Schwarz ne relevaient
que des propriétés algébriques (seul le fait que la forme soit définie positive s’avere
important pour assurer l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la clause d’égalité dans
cette inégalité), autant la démarche de recherche de projection orthogonale sur un
sous-espace utilise (mais de maniere détournée) le fait que (R",d) et (C",d) sont
des espaces complets. Le cadre de la dimension finie est un peu trompeur car on se
rend pas compte de ce phénomene !

Pour se convaincre de cela, plagons nous dans le cadre plus troublant d'un espace
de fonctions (de dimension cette fois infinie). Le R-espace vectoriel E = C([0, 1], R)
des fonctions continues sur [0, 1], & valeurs réelles, peut lui aussi étre équipé d’un
produit scalaire, a savoir

(f . g) = / F(t)g(t) dt . (1.2)

On retrouvera beaucoup ce produit scalaire par la suite; il a une interprétation
physique car on peut le relier a la notion d’énergie (I’énergie est toujours, pensez
par exemple a I'énergie cinétique £ = mv?/2, une expression dépendant de maniere
non linéaire mais quadratique des phénomenes physiques qui la soutendent, ici en
I'occurrence la vitesse v). Dans ce R-espace vectoriel E, on peut considérer le sous-

espace affine
1/2

D= {f cE, Ft)dt — 1 F(t)dt = 1}.
/2

0 1

Si F est équipé de la topologie (d’espace métrique) associée a la distance

dos(f,g) = sup |f(t) — g(1)]

t€[0,1]
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correspondant a la topologie de la convergence uniforme sur [0, 1], on constate
immédiatement que D est bien un sous-ensemble fermé de E. Equipé de cette dis-
tance d,, F est d’ailleurs un espace métrique complet. Il faut noter cependant que
ds, n’est pas une distance associée a une norme dérivant d’un produit scalaire. La
distance d,, ne nous intéresse donc pas autant que la distance euclidienne

d(f,9) = IIf = gll2 = \//0 [f(t) — g(t)[* dt

métrique dérivant associée au produit scalaire (1.2) pour laquelle on dispose certes
du théoreme de Pythagore, mais pour laquelle, malheureusement, E n’est plus un
R-espace vectoriel complet (ni d’ailleurs D un sous-espace affine fermé).

On peut naturellement se demander malgré tout s’il est concevable de définir un
opérateur de projection orthogonale sur D. Il n’en est rien. En effet, on montre en
exercice (voir le paragraphe ci-dessous) qu’il ne saurait exister aucun élément fo € D
en lequel la fonction

feD— |f|3 = / O

atteigne son minimum sur D ; comme l'existence d'une telle fonction fy équivaut
au fait que 0 admette une « projection orthogonale » sur D (il existe un point
de D réalisant la distance euclidienne d entre 0 et D), la non existence dans D
d'un tel fp rend donc bien compte du fait qu’il s’avere impossible de « projeter
orthogonalement » 1'origine 0 sur D.

Exercice 1.1. Montrons que fy (élément de D tel que || fo||2 soit minimal) ne peut exister. Soit h
la fonction définie sur [0, 1] par

1sitel0,1/2
h(t)={ 0sit=1/2
~1sitell/2,1].

Méme si

1/2 1
/ Weydt— [ htydt =1,
0 1/2
la fonction h n’est pas dans D (ce n’est en effet pas une fonction continue!) ; néanmoins, on peut
lapprocher (au sens de la distance d) par la suite de fonctions (hy,)n>3, ot

Losite0,1/2—1/n
hy(t) =< 725 x (n(1/2—t))site[1/2—1/n,1/2+1/n]
—fosit€]l/2+1/n,1].
qui, elle, on le vérifie aisément, est une suite d’éléments de D. Si fy existait, on aurait donc
certainement
Ifoll3 < llhnl3 ¥n>3,

et, par conséquent, en prenant la limite lorsque n tend vers +oo (et en utilisant par exemple le
théoréme de convergence dominée)

=1.

DN | =

+

N =

1foll3 < Tim_ |13 = )3 =

On remarque que le trinéme

1 1
Ar— / (fo(t) + AR(1)? dt = X*||h]|* + QA/ foOh(t)dt + I foll3 = A +2X + || foll3
0 0
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a pour discriminant réduit 1 — || fo||3 > 0, donc admet au moins une racine réelle Ag; ceci montre
que

/0 (Jo(t) + Aoh(t))? dt = 0.

d’ott 'on déduirait fo = —A\gh dt-presque partout sur [0, 1], ce qui est impossible car fj est continue
tandis que —Aph ne l'est pas! On conclut donc (par 'absurde) & impossibilité de l'existence de

fo, élément de D réalisant la distance (au sens de la métrique euclidienne d) de l'origine & D.

Ce qui manque ici au R-espace vectoriel E pour que l'on puisse pleinement profiter
(comme dans le cas de R et C") des atouts de 'algorithmique pythagoricienne
est simplement le fait que E équipé de la métrique d n’est pas un espace métrique
complet !

La legon que nous retenons de 'exemple proposé dans ce paragraphe (exemple sor-
tant du cadre de la dimension finie) est qu’il faut prendre garde (lorsque I'on sort
du cadre des R ou C-espaces vectoriels de dimension finie tels R™ et C™*) a coupler
le modele algébrique avec des contraintes relevant de Ianalyse (en 1'occurrence la
complétude pour la distance euclidienne du R ou C-espace vectoriel sur lequel on
travaille) si 'on espere profiter pleinement des outils que met a notre disposition
I'introduction sur un R ou C-espace vectoriel, d’'un produit scalaire (Pythagore,
Cauchy-Schwarz, possibilité de projeter orthogonalement sur un sous-espace fermé,
etc.).

1.3 Les notions d’espace de Hilbert (réel ou com-
plexe)

1.3.1 Le cadre Hilbert

La section 1.1 nous guide vers les deux définitions suivantes, situant le cadre de
travail dans lequel on entend mettre en pratique les idées inspirées du maniement
de l'orthogonalité dans R™ ou C" :

Définition 1.1 Un espace de Hilbert réel est un R-espace vectoriel, couplé avec la
donnée d’un produit scalaire

(hl,hg)GHXH}—><h1,h2> GR,

c’est-a-dire une application bilinéaire a valeurs réelles
— symétrique, c’est-a-dire telle que (hy, ha) = (ha, h1) pour tous hy, hy dans H ;
— telle que (h, h) >0 pour tout h € H (clause de positivité) ;
— telle que (h, h) =0 si et seulement si h =0 (clause de « définition » ).

De plus, on ezige que l'espace vectoriel normé (H, || ||), ou

12l := /R, Ry

soit un espace normé complet (c’est-a-dire un espace de Banach ®).

8En référence au mathématicien polonais Stefan Banach (1892-1945) qui explora toutes les
facettes et tout I'intérét de ce concept, un espace de Banach est par définition un R ou C-espace
vectoriel normé ou toute suite de Cauchy (au sens de la norme) est convergente.
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Définition 1.2 Un espace de Hilbert complexe est un C-espace vectoriel, couplé avec
la donnée d’un produit scalaire

(hl,hQ)EHXHP—><h17h2>E(C,

c’est-a-dire une application sesquilinéaire® & valeurs complexes

— présentant la symétrie hermitienne, c’est-a-dire : (hy, hy) = (hy, hy) pour
tout hy, hy dans H ;
— telle que (h, h) > 0 pour tout h € H (clause de positivité) ;
— telle que (h, h) =0 si et seulement si h =0 (clause de « définition »).
De plus, on ezige que [’espace vectoriel normé (H, || ||), ou

1Al == (R, h)

soit un espace normé complet (c’est-a-dire un espace de Banach).

1.3.2 Un formulaire géométrique

En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire dans le cas réel, la
sesquilinéarité et la symétrie hermitienne du produit scalaire dans le cas complexe,
on voit que 'on a l'identité importante

[h1 + hol* + lha = hol|* = 2(|[u[* + |h2l*)  Vhi he € H (1.3)

(dite loi du parallélogramme!®) et, suivant que I'on est dans le cas réel ou dans le
cas complexe, soit

|ha + ha|l? = [[ha]|* + ||hall® + 2(h1, ha) Vhi,hy € H, (1.4)
soit
Ay + hal® = [|ha]|® + ||h2|l® + 2Re (hy, hy) VY hy,hy € H ; (1.5)

les identités (1.4) et (1.5) sont dites identités de Pythagore. La loi du parallélogram-
me induit la formule de la médiane :

hi + ho

2+ |hy — hal|>  (lho — hall* + [[ho — ha|l?)
; —

4 2

o~

Vho,hl,hg € H,
(1.6)
il suffit pour le voir d’appliquer (1.3) en remplacant h; par (hg — h;)/2, j = 1,2.

La positivité du produit scalaire implique dans le cas réel, si hy et hy sont deux
éléments de H, que la fonction trinome

A€ R — (hy + Mg, hy + Mhg) = N2 ol 42X (hy, ho) + ||| (1.7)
est positive ou nulle sur R, dans le cas complexe que la fonction trinome complexe

AeCr— <h1 + )\hg, h1 + /\h2> = |)\|2Hh2||2 + 2Re (X <h1 5 h2>) + ”th2 (18)

9Ceci signifie C-linéaire en hi, C-antilinéaire en hs.
10 Asncd ddnotd ) . . N .
Ainsi dénotée car elle s’appuie sur la figure du parallélogramme construit a partir des deux
vecteurs hy et hg (on fera un petit dessin pour s’en convaincre).
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prend ses valeurs dans [0, oo[. Ceci implique dans le cas réel que le discriminant du
trinome (1.7) est négatif, d’ou 'inégalité

[(has ho)| < [Pall > [[hall -V hi,he € H, (1.9)

dite de Cauchy-Schwarz!'. En spécifiant A = te’®, o € R dans (1.8) et en faisant
varier «, on constate, dans le cas complexe, que 1'on a la méme inégalité de Cauchy-
Schwarz (1.9). Il est important de noter que cette inégalité (1.9) est stricte des que
hy et hs ne sont pas colinéaires. Si hy et hy sont colinéaires, I'inégalité (1.9) devient
une égalité.
Dans un espace de Hilbert, on peut définir, non pas 'angle de deux vecteurs non
nuls, mais au moins leur cosinus, ce de la maniere suivante :
. Re <h1 s h2>

[l IRl

Si F) et F;, sont deux sous-espaces vectoriels de H, on peut définir le cosinus de
I’angle entre F} et F5 en posant

cos(angle (hq, h)) :

hi, h
cos(angle (F1, F)) := sup 11, ha)|

€ [0,1]
hieF\{0}, o\ {0} [Pl [[hal|

(a cause de l'inégalité de Cauchy-Schwarz).

Rappelons, pour mémoire, les trois manieres équivalentes de caractériser la complé-
tude d'un R (ou C) espace vectoriel normé (H, || ||) :

— toute suite de Cauchy (pour la métrique d(z,y) : ||z — y||) est convergente;

— si (Ag)ren est une suite décroissante (au sens de I'inclusion) de sous ensembles
fermés de H dont le diametre (au sens de la distance d) tend vers 0, I'inter-
section de tous les Ay est non vide et réduite a un singleton ;

— toute série (3, hy), hn € H, telle que Y 7 ||h,|| < oo, converge dans H.

1.4 Les exemples majeurs

1.4.1 Les exemples R" et C”

Le premier exemple d’espace de Hilbert réel est bien str R", équipé de son
produit scalaire canonique (voir la section 1.1). Le premier exemple d’espace de
Hilbert complexe est C", équipé de son produit scalaire canonique (voir aussi la
section 1.1).

On peut penser ces deux espaces comme des espaces de fonctions, puisque 'on peut
identifier le vecteur x avec la fonction X de {1,...,n} dans R (resp. C) qui a l'entier
k associe le scalaire X (k) = xp (k-éme coordonnée de = dans la base canonique).
Une telle fonction est un signal digital réel (resp. complexe).

Si ny et ny sont deux entiers strictement positifs, I’espace des matrices réelles (resp.
complexes) I de type n; X ng, équipé du produit scalaire
ni

<11712> = Z i [1(k1,k2)12(k1,kf2)

k1=1ko=1

"T.es noms de l'analyste francais Augustin Cauchy (1789-1857) et du géometre allemand Her-
mann Schwarz (1843-1921) sont attachés a cette inégalité, que dans l'ex culture soviétique, on
connait sous la terminologie d’inégalité de Cauchy-Bunyakovsky.
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dans le cas réel ou
ni

Z ill(lﬁ,/ﬁ)m

k1=1ko=1

dans le cas complexe est un espace de Hilbert (ce n’est qu'une autre présentation
de R"*"2 ou C™*" comme un espace de matrices); un élément de cet espace est
une image digitale (réelle ou complexe suivant le contexte), de type (ny,n2). Chaque
point marqué I(ky, k2) d'un tableau [I(ky, k2)]1<,<n, représente I'intensité ou encore
la brillance (mesurée avec une unité convenue) a ce que l'on conviendra d’appeler le
pizel (kq, k).

On peut aussi imaginer des espaces de tableaux de tableaux : une image couleur
par exemple se code dans le systéme RGB!? comme un tableau n; x ny de vecteurs
(r,g,b) d’entiers entre 0 et 255; la configuration est bien toujours du type R", avec
n = 3ning, mais la présentation est différente.

Le produit scalaire entre deux vecteurs de R (ou de C"), vecteurs que 1'on peut
considérer comme des informations digitales de longueur n, est aussi appelé corré-
lation de ces deux informations; si x et y ont méme norme, plus (x, y) est grand,
plus les informations sont dites corrélées entre elles. Le carré de la norme euclidienne
d’un tel vecteur = de R™ ou z de C" est dit énergie du signal digital = (ou z).

1.4.2 Les espaces [3(I) et I2(I)

Si I est un ensemble d’indices (abstrait), on peut considérer dans le R-espace
vectoriel R? = F(I,R) des fonctions de I dans R le sous-espace I%(I) constitué des
éléments (x,),er tels que

s (Y Jl?) = l@er | < oo
{JCI;#J<cc} e

On constate alors (en utilisant la définition de la borne supérieure et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans R) que si (x,).es et (y,).er sont deux éléments de [3(I), alors
pour tout € > 0, il existe une partie finie J(e) C I telle que pour toute partie finie
K de I d’intersection vide avec J(€), on ait

‘beyb < Z\xﬁ Z|yb\2<e. (1.10)

€K LeEK LEK

Soient donc (z,),er et (y,).er deux éléments du R-espace vectoriel I3 (I). Pour n € N*,
notons C,, I'adhérence dans R de I'ensemble des nombres

ved

ou J est une partie finie de I contenant J(1) U J(1/2)U---U J(1/n). A cause de
(1.10) avec € = 1/n (pour toute partie finie K de I ne rencontrant pas | J;_, J(1/k)),
on constate que le diametre de C,, (pour la distance associée a la valeur absolue sur
R) tend vers 0. Comme R est complet, l'intersection des fermés C,, est non vide et

12« Red-Green-Blue ».
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réduite & un singleton ; on définit ainsi le nombre réel (comme étant précisément ce

singleton)
S

el

et on montre que le nombre réel ainsi défini est 'unique nombre réel S caractérisé
par la propriété suivante : pour tout € > 0, il existe une partie finie J(€) telle pour
toute partie finie J de I contenant J(e),

‘S—Z%% <€

ved

Ceci nous amene naturellement a la notion de famille sommable de nombres réels
ou complexes.

Définition 1.3 Une famille (u,) de mnombres réels ou complexes indexée par un
ensemble d’indices I est dite sommable et de somme S si et seulement si, pour tout
e > 0, il existe une partie finie J(€) telle que pour toute partie finie J de I contenant

J(e),
‘S — ZUL

Ici la famille (z,y,),e7 est sommable des que (x,),er et (y,),er sont deux éléments de
I2(I) et 'on définit un produit scalaire sur [3(7) en posant précisément :

<(5L’L)Le1 (v, Lez> : beyb

<E€.

Proposition 1.1 Le R-espace vectoriel I3(1) équipé du produit scalaire

<(xL)L€I7 Y, L€I> . ZLZ/L

est un espace de Hilbert.

Preuve. Si ((Ign))La) est une suite de Cauchy dans I%(7), on a

n

Ve >0, IN(e), Vp,q > N(e), sup <Z|x — 2l ><6. (1.11)
{JCT;#J<o0}

Pour chaque ¢ dans [, la suite de scalaires (z, (m )) est donc de Cauchy, donc conver-

gente dans R puisque R est complet vers une limite :choo). En « gelant » p > N(e) et
en faisant courir ¢ vers 'infini dans (1.11), on constate que

Ve >0, IN(e), Vp> N(e), sup <Z|xfp) —xf‘x’)|2> < €.

{JCI;#J<oo} e

11 résulte de cela que (2(°),c; est bien un élément de [2(I) et que cet élément est
la limite dans [%(I) (lorsque n tend vers +oo et pour la norme || ||) de la suite

<($En))bg> . La complétude de [2(I) pour la norme || || est donc assurée. <
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Toujours a partir du méme ensemble d’indices I, on peut considérer dans le C-espace
vectoriel C! = F(I,C) des fonctions de I dans C le sous-espace [2(I) constitué des
éléments (z,),er tels que

sup (Y 1al?) = (e < 00

{JCI;#J<xo} e

Exactement comme dans le cadre réel (toujours en utilisant 'inégalité de Cauchy-
Schwarz), on constate que si (z,),es et (w,),e; sont deux éléments de 1%(1), la famille
(2,W,),e1 est sommable dans C. On définit donc un produit scalaire dans [%(I) en

posant
<(ZL>L€[7 (wL)LEI> = Z 2,0, .

L

La proposition suivante se prouve exactement comme la proposition 1.1 (mais en
utilisant la complétude de C cette fois).

Proposition 1.2 Le C-espace vectoriel I:(I) équipé du produit scalaire

<(ZL)L617 (wL)LeI> = Z zZ,W, .

est un espace de Hilbert.

Les deux espaces de Hilbert [2(I) (dans le cadre réel) et (2(I) (dans le cadre com-
plexe) seront, on le verra plus tard , des modeles pour tout espace de Hilbert réel
(dans ce cas le modele est [%(7)) ou complexe (auquel cas le modele est [2(1)). Seront
plus intéressants pour nous les modeles correspondant au cas ot I est dénombrable!®.
Les cas I = Z ou I = N seront des cas d’exemples de Hilbert tres importants au
niveau des applications.

1.4.3 Les espaces L% (U, dz), U partie mesurable de R”, K = R
ou C

Soit L(R") la tribu de Lebesgue sur R" (plus petite tribu contenant la tribu
borélienne et tous les ensembles de mesure de Lebesgue nulle)!*.

Si U est un sous-ensemble mesurable de R™ (par exemple un sous-ensemble ouvert,
un sous-ensemble fermé, R" tout entier,...), Uespace L3 (U, L(R™)|y7, dz) des fonctions
f U — R mesurables (relativement a la tribu £(R") restreinte a U) telles que

[ 1@ e < o

(dx est ici la mesure de Lebesgue) peut étre équipé d’une forme bilinéaire symétrique
positive

(fi9)—(f, 9) iz/Uf(fB)g(x)dx.

13Remarquons toutefois que si (z,), € I3(I), Uensemble {¢ € I; |z,| > 1/p} (pour p € N* fixé)
est fini, de cardinal au plus p?||(z,).er||?; ceci montre que I’ensemble des indices ¢ tels que x, # 0
est forcément au plus fini ou dénombrable. Ceci vaut aussi pour un élément donné (z,),e; de [Z(1) :
I’ensemble des indices ¢ tels que z, # 0 est au plus fini ou dénombrable.

140n pourrait d’ailleurs tout aussi bien se contenter de la tribu borélienne B(R™) & la place de
la tribu de Lebesgue L(R"); 'avantage que présente la tribu de Lebesgue sur la tribu borélienne
est la propriété de complétude (section 1.6 du cours de MHT512).
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En effet, on sait (inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions mesurables) que

/U|f<$)g(37)’d$§ \//Ufz(x) dx\//Ug2(x)dx< +00.

Cette forme bilinéaire symétrique positive sur le R-espace vectoriel

LU, L(R™) 7, d)
est dite forme bilinéaire d’énergie; cette terminologie tient au fait que la quantité
positive

umazlu@Wm

est (interprétée du point de vue physique) l'indicateur d’une énergie (’énergie en
physique repose, on ’a rappelé, sur une expression non pas linéaire, mais quadra-
tique). Le R-espace vectoriel quotient

EQ(U, E(Rn>‘U, dl‘)
R

Ly (U, L(R™) 7, d) =
ou R est la relation d’équivalence
fRg<= f—g=0 dx — presque partout sur U , (1.12)
est un R-espace normé avec une norme quotient

1 [l = i || £
ref

5

qui dérive d'un produit scalaire !, & savoir la forme bilinéaire symétrique

(ﬂ@%ﬁﬁ@%zlf@d@m.

qui est en effet non seulement symétrique et positive, mais aussi définie (du fait du
passage au quotient modulo la relation R introduite en (1.12)). On a la proposition
tres importante, avatar de la théorie de I'intégration de Lebesgue :

Proposition 1.3 Si U est un sous-ensemble mesurable de R", le R-espace vectoriel

L3 (U, dx),

équipé du produit scalaire

(ﬂ@%ﬁﬁ@%—Lfmm@M,

est un espace de Hilbert réel.

15En fait, il s’agit 1a le espace de Minkowski L2 (2, 7', u) défini dans le cours de MHT512 (section
4.3) avec dans ce cas particulier ici Q := U, T := L(R")|y, p := dz étant la mesure de Lebesgue
sur R" restreinte a U.
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Preuve. Voir le cours de théorie de I'intégration (UE MHT512) ; il s’agit 1a d'un cas
particulier du théoreme de Riesz-Fisher (théoreme 4.1 du cours de MHT512)16. <

L’espace LE(U, dzx) := LZ(U, L(R™)y, dz) des fonctions mesurables sur U, a valeurs
complexes, telles que

112 = / @) Pdr < oo

se traite de maniere identique; en quotientant par la relation d’équivalence R, on
obtient encore un espace LZ(U, L(R™), dz) équipé d'un produit scalaire, qui n’est
rien d’autre que le C-espace normé L4 (U, L(R"), dz) de Minkowski (p = 2) rencontré,
lui aussi, dans la section 4.3 du cours d’intégration (MHT512).

Proposition 1.4 S5t U est un sous-ensemble mesurable de R", le C-espace vectoriel
LE(U, dx)

équipé du produit scalaire

(F.9)— {1 9= [ Fa)g@de,
U
est un espace de Hilbert complexe.

Preuve. Voir le cours de théorie de l'intégration (UE MHT512, théoreme 4.1 de
Riesz-Fisher dans le cas p =2). &

Seront particulierement intéressants pour nous les exemples correspondant au cas
U = R", espaces que nous noterons L%(R™) (espace de Hilbert réel) et LZ(R™)
(espace de Hilbert complexe).

Le cas périodique

Seront intéressants aussi pour nous plus tard les espaces

R™ R™
L2 (—> = [2(T" L2 (—) = [(T"
R (27TZ)” R( ) (resp C (ZWZ)H (C( ))
des classes de fonctions mesurables sur R™, a valeurs réelles (resp. complexes), qui
sont périodiques de période 27w en chacune des variables réelles 64, ...,0,, et telles

que
/ F(O)Pdb < oo
[0,27]™

Le produit scalaire sur ces espaces est

1

() A e = e [ OO0

(dans le cas de L(T")) ou

¥ S
(fag) — <f7 g>per T (271')" /[;)7271']" f(9> 9(9) dQ

(dans le cas de LA(T™)) ; le premier est un espace de Hilbert réel, le second un espace
de Hilbert complexe.

16Crest d’ailleurs dans ce cas particulier (p = 2) que ce théoréme fut formulé en 1907 (et exploité
dans le cadre de la théorie des séries de Fourier que nous retrouverons au chapitre 2) par le
mathématicien hongrois Frigyes Riesz (1880-1956) et le mathématicien autrichien Ernst Fisher
(1875-1954).
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Le cas des espaces L? « a poids »

Si U est un sous-ensemble mesurable de R™ et w une classe de fonctions mesu-
rables sur U (modulo la relation R introduite en (1.12)), admettant un représentant
strictement positif (i.e w > 0 presque partout sur U au sens de Lebesgue) et que
I'on appelle un « poids », on peut définir les espaces

L3(U, wdx) = {f, f mesurable U — R, / |f(z)Pw(z)dr < oo}
U

et
LE(U,wdz) = {f, f mesurable U — C, / |f(z)?w(z)dr < oo}
U

(suivant que les classes de fonctions envisagées sont des classes de fonctions a valeurs
réelles ou complexes). Ce sont des espaces de Hilbert, le produit scalaire étant défini
par

(. g) = / f(2) g(x) w(z) da

(dans le cas réel) ou par

(dans le cas complexe)'”.

1.4.4 Les espaces L%(Q,7,P)

Soit (£2, 7, P) un espace probabilisé (€2 est un ensemble d’« événements », 7 une
tribu sur 2, P une distribution de probabilité sur 71%).

On peut considérer le R espace vectoriel £L3(2, 7, P) des variables aléatoires réelles
sur I'espace probabilisé (2,7, P)¥ayant de plus un moment d’ordre 2 fini, c’est-a-
dire telles que

/ X (w)?dP = Espérance[X?] < oo;
Q

I'espace L%(2,7,P) est obtenu en quotient l'espace L£%(€2,7, P) par la relation
d’équivalence

X~Y <= PH{we; X(w)#Y(w)})=0. (1.13)
Cet espace L(Q2, 7, P) peut étre équipé du produit scalaire

(X,Y) — E[XY] ::/X(w)Y(w) dP ;

ce produit scalaire est intimement lié & la notion de covariance puisque par définition
la covariance des deux variables aléatoires X et Y est définie par :

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY] — 2E[X] E[Y] + E[X] E[Y]
= E[XY]- E[X]E[Y]

1711 s’agit 1a encore des espaces de Minkowski L% (€2, 7, i) de la section 4.3 du cours de MHT512
(ici avec p = 2), ou Q :=U, 7 = L(R™) et p = wdzx est la mesure a densité w par rapport a la
mesure de Lebesgue restreinte a U.

18(C’est-a-dire une mesure positive P : 7 — [0, 00] telle que P(Q2) = 1.

YRappelons que ce sont les applications X de © dans R telle que X }(B(R)) C 7.
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(la covariance entre X et X étant par définition la variance de X). On rappelle dans
ce nouveau le résultat suivant, avatar du théoreme de Riesz-Fisher (théoreme 4.1 du
cours de MHT512) :

Proposition 1.5 Le R-espace vectoriel L3(Q2, T, P), équipé du produit scalaire
@&mFﬁEmypi/wame,
Q
est un espace de Hilbert réel.

Preuve. Voir le cours de théorie de I'intégration MHT512 (théoreme 4.1). <

On peut aussi envisager le C-espace vectoriel £4(Q, 7, P) des variables aléatoires X
a valeurs complexes définies sur 'espace probalilisé (2,7, P) et telles que

E[|X]?] < 00.

En quotientant cet espace par la relation d’équivalence ~ introduite en (1.13), on
trouve un C-espace LZ(Q,7,P) que 'on peut naturellement équiper du produit
scalaire

(X,Y) — E[XY]:= / X(w)Y (w)dP ;

on définit de méme la covariance de X avec Y par

cov (X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X] x E[Y]
et la vartance de X par
V(X) = cov (X, X) = E[|X - E[X]]] = B[|X[’] - |E[X]]*.

Proposition 1.6 Le C-espace vectoriel LA(2, T, P), équipé du produit scalaire
@ywHEmﬁ:/X@www,
Q
est un espace de Hilbert complexe.

Preuve. Voir le cours de théorie de I'intégration MHT512 (théoreme 4.1 de Riesz-
Fisher). ¢

Signalons que si X est une variable aléatoire réelle représentant d’un élément de
L2(Q, T, P), la tribu Tx engendrée par les ensembles X ' (B), ou B € B(R), est une
sous-tribu de la tribu 7 ; c’est la tribu des évenements « dépendant de X ». On peut
travailler cette fois sur I'espace probabilisé (2, 7x, P|7x) et introduire le R-espace
de Hilbert L3(Q, Tx, Pr, ). Il existe une injection naturelle ix (isométrie au niveau
des normes) de L&(2, Ty, Pr,) dans L*(Q, 7, P) qui consiste juste & associer a la
classe de Y (Y étant considérée comme variable aléatoire sur 'espace probabilisé
(2, Tx, P7,)) la classe de Y (cette fois considérée comme variable aléatoire sur
'espace probabilisé (Q2, 7, P)). Le R-espace de Hilbert L3 (2, Tx, Pz, ) est ainsi un
exemple de sous-espace vectoriel fermé du R-espace de Hilbert L2(Q2, 7, P).

La méme remarque vaut pour le cas complexe. Si X est un représentant d’un élément
X de L&(Q, T, P), le C-espace de Hilbert LZ(Q, Tx, P, ) est ainsi un exemple par-
ticulier de sous-espace vectoriel fermé du C-espace de Hilbert L%(2, T, P).
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On profitera de cette configuration ultérieurement pour y faire entrer le mécanisme
de projection orthogonale ; ce sera la base de la définition du « conditionnement par
la variable aléatoire X »?°.

1.5 Le théoreme de projection orthogonale sur un
convexe fermé

Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).

Définition 1.4 Un sous ensemble C' de H est dit convexe si et seulement si
YV hq EC, YV ho EC, Vit e [0,1], (1—t)h1+th2 cC.
L’ensemble C est dit strictement conveze si et seulement si

VhyeC, VhyeC, Yt e€l0,1], (1 —t)hy +thy € intérieur (C).

Voici le premier théoreme majeur concernant la géométrie « a la Pythagore » dans
un espace de Hilbert; c’est ce résultat fondamental qui soutend toutes les figures
inspirées du concept d’orthogonalité et qui plus tard nous servira de guide et d’auxi-
liaire constant dans les preuves ou les constructions algorithmiques que nous serons
amenés a faire dans un espace de Hilbert (réel ou complexe), telles celles proposées
dans les exemples 1.1 et 1.2 évoqués dans la section 1.1.

Théoreme 1.1 Soit C' un sous ensemble fermé, conveze et non vide d’un espace de
Hilbert H réel ou complexe (la norme étant notée || ||). Soit h un élément de H. Il
existe un et un seul élément a = Proj-(h) (dit projection orthogonale de h sur C'),
tel que

1h — al| = min |7 — 2. (1.14)

Cet élément a = Proj.(h) est caractérisé par le jeu d’inégalités
VeeC, (h—a,x—a) <0 (1.15)
dans le cas réel et par le jeu d’inégalités
Ve e C, Re(h—a,x —a) <0 (1.16)
dans le cas compleze.

Remarque 1.1. Les jeux d’inégalités (1.15) ou (1.16) s’interpretent géométriquement et de maniere
intuitive en disant que pour tout x de C, les vecteurs z — a et h — a font un angle « obtus ». On
se souvient en effet d’avoir (dans la sous-section 1.3.2) défini le cosinus de I’angle de deux vecteurs

hl et h2
- Re <h17h2>

cos (angle(ha, hy)) = G

Les conditions (1.15) et (1.16) se lisent donc

Vx € C, cos(angle(h —a,z —a)) < 0.

20Voir aussi le cours de probabilités MHT601.
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Preuve. Soit d la distance de h & C'; d = inf,cc ||© — h|| > 0 puisque C' est fermé.
Soit (2,,)n>1 une suite de points de C' telle que d* < ||h — z,,||* < d* +1/n (une telle
suite existe du fait de la définition de la borne inférieure). En utilisant la formule
de la médiane (1.6), il vient

2
Vi, m €N, flow = ol = 2(1h = 2l + b — 2 ?) - 4l|p - 22
1 2 Ty + T ||
< AP+ g+ —dfp - T
S +n2+m2 5
2 2
< 2.2
- on2om?

du fait que (x,, + x,)/2 est dans C' (C est convexe) et que par conséquent
a=d(n,C) <d(n, WT%) .

La suite (z,,),>1 est donc une suite de Cauchy qui converge dans H (puisque H est
complet), ce vers un point de C' puisque C' est fermé. L’élément a = lim,, z,, vérifie
(1.14). Un tel a s’avere unique puisque la formule de la médiane (1.6) implique aussi,
si 'on dispose de deux candidats a; et as pour (1.14)

2

MX R 4P > 4 + ay — ao?

a1 — aq||® + 4Hh —

puisque [|[h — a1||* = ||h — az]|* = d* et que (a3 + az)/2 € C. Le premier volet de la
proposition est acquis. Voyons maintenant ce qui concerne (1.15) (ou (1.16)). Pour
simplifier, nous nous placerons dans le cas complexe (c’est le plus général). Si a
réalise la distance de h a C', on a

vt e [0,1], Vo € O, ||h—a(l —t) —tz||* = ||h —a —t(z — a)||* > ||h — al]?
(1.17)

(puisque C est convexe et que ta + (1 — t)z est dans C' quand z est dans C'). Ceci
donne en développant

vt € [0,1], #*||x — al|* — 2tRe (h — a,x —a) >0, (1.18)
et donc, apres division par t,
vt €]0,1], t|z — a||* — 2Re (h —a,z —a) >0

ce qui prouve (en faisant tendre ¢ vers 0) que (1.16) est remplie si a vérifie (1.14). La
réciproque est immédiate : si (1.16) est remplie, alors on a (1.18) et par conséquent
(1.17) pour tout € C. En prenant t = 1, on a ||h—z||* > ||h—al|? pour tout x dans
C, ce qui montre que a réalise bien la distance de z a C'. La preuve du théoreme est
achevée. <

Remarque 1.2. Quand C = F est un sous espace fermé de H, on peut écrire les conditions (1.15)
ou (1.16) (suivant le cas, réel ou complexe) sous la forme

(h—a,z) =0 VzeF, (1.19)
ce que l'on traduit en disant que h — a est orthogonal & F (en abrégé h —a € F*).

La remarque 1.2 ci-dessus nous amene naturellement a la définition suivante :
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Définition 1.5 Etant donné un sous espace F d’un espace de Hilbert H, on appelle
orthogonal de F et on note F- le sous espace vectoriel (nécessairement fermé cette
fois) défini comme

F+:={he H; Yx€F, (z,h) =0}.

Si F' est un sous-espace fermé, la projection orthogonale Projp(h) de h sur F' est
par définition l'unique point a de F tel que h —a € F*+.

Il est aussi tres important d’étudier dans un Hilbert le comportement de la suite des
projections d’un point sur des convexes fermés C1, ..., C,,, ... de H. Voici un résultat
lorsque les suites de convexes fermés (C,,),, sont des suites de fermés emboités.

Proposition 1.7 Soit C1,Cs,...,C,, ... une suite de sous ensembles non vides,
convezes et fermés dans un espace de Hilbert H. On note Py,..., P,, ..., les projec-
tions orthogonales sur les convexes respectifs C1,Cy, ..., Cp, .. ..

1. 8i Cyy1 C Cy pour tout k € N* et si

[Cr=Cu #0,
k=1

alors C, est aussi un sous ensemble convexe fermé de H et, pour tout h € H,
la suite (ag)k, ou
ay ‘= Pk(h), ke N*,
converge vers Py (z) = Projo_(h).
2. 81 Cy C Cyyq pour tout k € N* et

Cloe = | Ck
k=1

alors Cl) est aussi un sous ensemble convere fermé de H et, pour tout h € H,
la suite (ag)g>1, OU
ap = Pk<h), ke N*,

converge vers P (2) = Pl”Ojc[oo](h)-

Preuve.

Preuve du point 1. Que C4, soit aussi un sous ensemble convexe fermé est immédiat
(faire I’exercice, une intersection de convexes est convexe). On a, pour tout k € N*|

1h = arll® < 7 — arsa]|* < [[h = Poc(R)|?

puisque Cy, C Cry1 C Cy. La suite (||h — ag||*)rx>1 est donc une suite croissante
majorée convergent vers un nombre d > 0. La formule de la médiane (1.6) nous
assure, comme dans la preuve du théoreme 1.1, que la suite ay est de Cauchy dans
H pour la distance associée a la norme hilbertienne ; elle converge donc vers un point
(oo de H (nécessairement dans C\,). Mais on peut vérifier que pour tout u € C\,

Re (h — oo, u — ao) = lim Re (h — ag,u — a) <0

k—o0
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car u € Cy pour tout k; mais, d’apres le théoreme 1.1, la clause ci-dessus est remplie
si et seulement si o, = Poo(h).

Preuve du point 2. Que Cl est un sous ensemble convexe fermé est immédiat (faire
I’exercice, une union croissante de convexes est convexe). Pour tout & € N* on a
cette fois

1h = axl* > |7 — a4 ])*

puisque C C Chy1. La suite (|[h — ag]|*)k>1 (suite décroissante minorée par 0)
converge vers un nombre d > 0. La formule de la médiane (1.6) nous assure encore,
comme dans la preuve du théoreme 1.1, que la suite (ag)r>1 est de Cauchy; elle
converge donc vers u élément ap (appartenant nécessairement a Cl). Mais on
peut vérifier & nouveau que, si k € N*, pour tout u € Cy,

Re (h — oo, U — o) = lim Re (h — ag,u —ax) <0

k—o0

Cette propriété est satisfaite pour tout v dans

donc pour tout u dans

U Cr=Cl.

keN*

Comme Cl) est convexe et fermé, aj) = Piwoj(h) par définition de P)(h) (théoreme

11). ¢

1.6 Systemes orthonormés, « frames » ; exemples

Soit (H, (, )) un espace de Hilbert (réel ou complexe). Il sera important (pour
permettre la représentation des éléments de H de maniere non redondante) de dis-
poser de systemes dits orthonormés.

Définition 1.6 Soit (H,(, )) un espace de Hilbert (réel ou compleze). Un systéme
de vecteurs (e,),er indexé par un ensemble d’indices I est dit orthonormé si et seule-
ment si, pour tout v,! dans I,

W Jlsie="
<6“6‘>_{Osib7éb’

Le systéme est dit orthogonal si les vecteurs e, sont tous non nuls et si (e, , e,) =0
pour tout couple d’éléments distincts ¢ et ' de l’ensemble d’indices I.

On remarque immédiatement qu’un systéme orthogonal est toujours libre (au sens
algébrique), ce qui signifie que pour toute partie finie J C I, la famille (e,),cs est
libre.

Exemple 1.3. Un exemple qui sera pour nous fondamental sera celui emprunté au cadre des espaces

de Hibert [3(I) ou (2(I) (par exemple pour I = N ou I = Z qui seront pour nous les deux cas
importants ultérieurement). Dans ce cas, le systéme de vecteurs (e,),e; définis par e, = (e,,./)ver,

ol .,
_[1sid =1
€L = .
0 sinon
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est un systeme orthonormé, le produit scalaire étant, rappelons le, défini par

<(xL)LEI> (yL)L€I> = ZLE

el
(ici dans le cas complexe; dans le cas réel, on dte la conjugaison complexe).

La notion de systeme orthonormé étant une notion idéale, souvent difficile a réaliser
dans la pratique (et on le verra, particulierement instable, 'orthogonalité étant une
propriété tres fragile), on introduira aussi une notion plus « molle », mais souvent
bien utile dans la pratique, celle de frame?!. C’est cette derniére notion qui nous
permettra une représentation certes redondante (au contraire de la représentation
dans un systeme orthonormé), mais stable (ce qui est important) des éléments de
I’espace de Hilbert dans lequel on est amené a travailler.

Définition 1.7 Soit (H,(, )) un espace de Hilbert (réel ou complexe). Un systéme
de vecteurs (e,),er indexé par un ensemble d’indices I est un « frame » si et seulement
si il existe deux constantes strictement positives Cy et Cy telles que, pour toute partie
finie J de I, pour toute collection de scalaires (\,).es,

(S IP) < [ Snel| e (e,

veJ ed

Un systeme orthonormé est bien str un « frame ».

Exemple 1.4. Soit H = L%(T) le C-espace de Hilbert des classes de fonctions mesurables de R
dans C, 2w-périodiques, d’énergie finie sur [0, 27|, équipé du produit scalaire (dit produit scalaire
associé a ’énergie)
. . 1 2w
(f,9):=o-[ [(0)g(0)do.

7277 0

Les « harmoniques fondamentales de période 27 », c’est-a-dire les classes (é,)ncz des fonctions
en : 0 € R+ exp(inf) = cos(nf) + isin(nd)

forment un systeme orthonormé dans H. Ce systéme jouera plus tard un role essentiel dans ’analyse

de Fourier des signaux périodiques de période 27 22.

Exemple 1.5. Soit H = LA([—1,1],dt) l'espace de Hilbert des classes de fonctions mesurables de
[—1, 1] dans C, équipé du produit scalaire

(f.g) = /ﬂf(t)ﬁdt.

21Difficile ici de donner une traduction francaise de cette terminologie anglo-saxonne ; le concept
le plus proche est sans doute celui de « trame » ou de « bati »(dans une structure).

22Notons que 27 ne joue aucun rdle particulier ici et que bien siir, on peut remplacer 27 par
T > 0, le produit scalaire (sur le C-espace des classes de fonctions mesurables T-périodiques de
carré intégrable sur [0,7]) devenant

. 1 (T N
o= | 5@ e
0
et les fonctions e,, les fonctions ez, :
ern 0 € R+ exp(2imnb/T) = cos(2mnd/T) + isin(2mnd/T)

(ce sont les harmoniques fondamentales de période T).
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On vérifie immédiatement que, pour tout entier positif n, la fonction

1 1 dn .

est une fonction polynémiale L,, de degré exactement n et que le systeme (L, ),ecn est un systeéme
orthonormé de I'espace de Hilbert H 23. Le polynéme L,, est appelé n-eme polynéme de Legendre?*
et il est intéressant de constater que plus n augmente, plus le graphe de L,, sur [—1,1) présente
des oscillations de plus en plus accentuées (au niveau de 'amplitude) lorsque l'on s’approche des
bornes de lintervalles [—1, 1]. Voici par exemple, sur la figure 1.4 ci-dessous, le graphe de Lsg :

=

o

F1G. 1.4 — Le graphe de la fonction polynomiale de Legendre Lsg sur [—1,1]
Ce constat sera important lorsque ’on sera amené a utiliser le systeme (Ln)neN a des fins pratiques
(en relation en particulier avec les méthodes numériques d’intégration par quadrature proposées
par Gauss). On retrouve (avec le sougi causé par amplification des amplitudes des oscillations
lorsque ’on s’approche du bord) un probléme aussi présent dans l'interpolation de Lagrange faite

sur un intervalle [a, b] avec un pas de discrétisation régulier®s.

Exemple 1.6. Considérons l'espace LZ([—1,1], w(t)dt), on

1
w(t) == Wi Vel —1,1].

Il s’agit, rappelons le, de I’espace de Hilbert des classes de fonctions f mesurables (pour la mesure
de Lebesgue) sur [—1, 1], telles que

1 2
7|f(t)| dt < +o00,

1 V1 —1t?

équipé du produit scalaire

) :Z/_lf(t)g(t)\/%.

23V érifier ce dernier point constitue un exercice classique de L2 souvent utilisé pour illustrer
I'utilisation de la formule d’intégration par parties.

24 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) introduit ces polynomes en 1782 dans son traité Figure
des planetes.

25Pour ces questions relevant plus de I’analyse numérique, voir le polycopié du cours de MHT304,
http ://www.math.u-bordeaux1.fr/~yger /mht304.pdf, chapitre 4.
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C’est un exercice immédiat que de constater que les classes des fonctions polynomiales (0;,)nen
définies par

—cos(narcos (t)), n>1, (1.21)

e
[
el

forment un systéme orthonormé de H (faire l'exercice en faisant le changement de variables ¢ =
cosu dans les intégrales). Cette fois, 'amplitude des oscillations des fonctions ©,, n’augmente plus
(lorsque n croit) lorsque 1’on s’approche des bords de [—1, 1], mais par contre la fréquence de ces
oscillations augmente tres fortement au fur et a mesure que 'on s’approche du bord, ce qui, on
s’en doute, posera des problemes aiglis au niveau numérique si 'on entend utiliser ces fonctions
polynémiales (dites fonctions polynémiales de Tchebychev?%) pour coder une classe de fonction
mesurable sur [—1, 1]. Voici par exemple (sur la figure 1.5 ci-dessous) le graphe de ©1¢p sur [—1, 1] :

15

0.5

-08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1a. 1.5 — Le graphe de la fonction polynoémiale de Tchebychev ©19g sur [—1, 1]

Exemple 1.7. Un autre exemple important (du point de vue de la physique) sera l'espace de
Hilbert L%(}R7 et dt) des classes de fonctions mesurables sur R, & valeurs complexes, telles que

/|f(t)|2e_t2 dt < 0o,
R

équipé du produit scalaire

. — 2
(o= [ o350 dr.
R
Un systeme orthonormé de cet espace est le systeme des classes de fonctions polynomiales (Hn)nzo
(H,, est une fonction polynomiale de degré exactement n, dite fonction polynomiale de Hermite)
donné par

1
Ho(t) = —p
=" 2 At
= — >1. .
H,(t) TR xe X oo [e™"], n>1 (1.22)

L’importance de cet espace de Hilbert (et du systéme orthonormé de Hermite) tient au fait que

la gaussienne t —— exp(—t2) sera amenée A jouer (on le verra) un role trés important vis-a-vis

260n adopte cette terminologie en ’honneur du probabiliste et statisticien russe Pafnouti Tche-
bychev (1821-1894).
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du principe d’incertitude en physique ou dans les théorémes limites du calcul des probabilités (le

théoreéme « limite centrale » en particulier®”).

On retrouvera plus loin une maniere pratique de retrouver tous ces exemples a par-
tir du systeme des fonctions monomiales t — ", n = 0,1, ..., qui lui n’est pas
orthonormé (dans l'espace de Hilbert de classes de fonctions d’une variable otiu
I'on travaille). La construction se fera de proche en proche suivant le procédé d’or-
thonormalisation algébrique bien connu de Gram-Schmidt. Voici un autre exemple
important :

Exemple 1.8. Dans l'espace LZ([a,b], dt), les classes de fonctions
t—a
€ [a,b] — sm n+ )b }, neN,

forment un systéme orthonormé; ce sont les harmoniques locales subordonnées & l'intervalle [a, b].
Ce systeéme orthonormé (pensez que lintervalle [a,b] peut se dilater ou se contracter tel un ac-
cordéon) jouera un réle primordial pour le codage de la parole ou de la musique.

Voici enfin, pour conclure cette galerie d’exemples, un exemple de frame.

Exemple 1.9 (un exemple de « frame »). Voici un exemple de « frame » important : considérons
lespace de Hilbert (réel) H des fonctions continues, affines par morceaux sur R, & valeurs réelles,
avec « noeuds » aux points d’un maillage 7Z (7 > 0), telles que

/ If(t)]? dt < 4o,
R

ce qui revient en fait & dire

> 1)

nezZ

/R F() g(t) dt

Pour simplifier, on prendra 7 = 1. Les fonctions triangle (ou « splines » dans la terminologie des
mathématiques appliquées)

équipé du produit scalaire

A, t—max(0,1-|t—n|), n€Z,

ne forment pas un systéme orthonormé de H, ni méme orthogonal (le produit scalaire de A, et A, 41
vaut 1/6); par contre, le systéme (A,,),ez est, on le verra plus loin, un frame. Ces fonctions (que
Pon a représenté sur la figure 1.6 ci-dessous) forment un frame important car ¢’est souvent comme
éléments de cet espace de Hilbert que sont représentés visuellement (sur un écran d’ordinateur) les
signaux digitaux (zj)rez éléments de 'espace de Hilbert 12 (Z).

F1G. 1.6 — Les éléments du frame (Ap)nez avec 7 =1 et 7 =2

Supposons maintenant que ’espace de Hilbert ne soit pas de dimension finie et
admette au moins un systeme orthonormé dénombrable. La proposition 1.7 induit
la proposition facile (mais trés importante) suivante :

27Voir le cours de 'UE MHT601.
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Proposition 1.8 Soit H un K-espace de Hilbert (réel ou compleze : K = R ou
C), la norme étant notée || || et le produit scalaire (), et (en)nen+ un systéme
orthonormé dénombrable de H. Soit V le sous-espace fermé de H défini comme
Uadhérence (dans H) de l’ensemble constitué de toutes les combinaisons linéaires
finies

N
Z)\kek, A €K, N e N*.
k=1

Alors

1. pour tout h € H, on a l'inégalité suivante, dite de Bessel *® :
D Wb, e < hl*; (1.23)
k=1

2. pour tout h € H, la série de terme général (h, e,)e, € H est convergente
(dans H) et l'on a

PIOjV Z h Gk €L ; (124)
k=1

3. 81 (Ap)nen= est un élément de 1%(N*), il existe un unique hy dans V tel que
<h)\, 6k> :Ak, Vk’EN*;

cet élément hy est la projection orthogonale sur V de tout autre vecteur h de
H tel que
<h, €k> =M\, Vk e N".

Preuve. Pour prouver les points 1 et 2, on introduit la projection orthogonale
Projy (h) et on écrit, du fait du théoreme de Pythagore

IhlI* = [|h = Projy (h) + Projy (h)||* = [lh — Projy (h)|* + [[Projy ()|
> |[Projy (h)|I*. (1.25)

Si V,, désigne le sous-espace vectoriel (de dimension finie) engendré par e, ..., €,, le

vecteur
n

Z(h, €k> €k

k=1
représente la projection orthogonale de h sur V,,. D’apres le volet 2 de la proposi-
tion 1.7, la suite des projections orthogonales Projy. (h) converge vers la projection
orthogonale sur le sous-espace fermé

o0

V:UVk.
k=1

On a donc bien .
Projy (h Z (h, eg)
k=1

280n lattribue au mathématicien allemand Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846.
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et la formule (1.24) du point 2 est ainsi démontrée. En utilisant le théoreme de
Pythagore, on a

n 2 n
[Projy, ()2 = | Y200 ex)erl| =2 14 e
k=1 k=1
puisque le systeme (e, ) en+ est orthonormé. On a donc, par continuité de la norme
Jm (3T e)P) = [Projy (W],
k=1

et en utilisant (1.25),
Tim (7 [k, e)l?) < 0l
k=1

ce qui prouve 'inégalité de Bessel (1.23).

Reste & prouver le point 3. Si (A, )nen est un élément de /% (N*), la suite

Sy = (li by, el)neN*

est de Cauchy dans H car, pour tout p > n > 1,

p n 2 p 2 p
9
H E e — g el = H E Arer|| = E |\
=1 =1 l=n+1 l=n+1

en utilisant le théoreme de Pythagore et le fait que le systeme (e, )nen+ est ortho-
normé. Cette suite Sy converge donc (puisque H est complet) vers un élément h) de
H ; en fait hy € V car le terme général Sy, de la suite Sy est dans V,,. On a bien,
par continuité du produit scalaire

<h)\, €k> = lim <Z)\l€l, €k> = >\k
=1

n—oo

Si h est un autre élément de V' tel que
<h)\, €k> =M\, Vk € N,

alors h — h) est orthogonal a V', ce qui prouve que h) est bien la projection ortho-
gonale de h sur V. Le point 3 est ainsi completement démontré. <

Si (Up)nen+ est un systeme libre dans un espace de Hilbert, il existe un processus
algorithmique bien connu des algébristes pour construire a partir de vy, vs, ... (pris
dans cet ordre) un systéme orthonormé (e, ),en+, ce en faisant en sorte qu’a chaque
cran n de lalgorithme, les sous-espaces vectoriels de dimension finie Vec (vy, ..., vy,)
et Vec (eq, ..., e,) coincident.

Voici ce procédé (dit d’orthonormalisation de Gram-Schmidt *), décrit a I'étape
n, en supposant que ey, ..., e,_1 ont été construits (apres avoir démarré avec e; =

29Gi on l'attribue au mathématicien allemand Erhard Schmidt (1876-1959), spécialiste d’analyse
fonctionnelle, et au mathématicien danois Jorgen Pedersen Gram (1853-1916), qui s’est penché sur
la méthode des moindres carrés, ce procédé algorithmique est certainement bien plus ancien et
connu de Cauchy et Laplace des le début du XIX-éme siecle (Cauchy le manipula expressément
vers 1830).
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v1/]|v1]]) : on calcule la projection orthogonale de v,, sur le sous-espace vectoriel V;,_4
engendré par vy, ..., v,—1 (qui est aussi le sous-espace engendré par (eq, ..., e,_1), cela
pouvant se faire de deux fagons :

— soit on utilise la formule

— soit on calcule la matrice de Gram

Gpo1:= [(vi, vj)}

1<i,j<n—1

(qui est symétrique ou hermitienne), puis on cherche les scalaires Ay, ..., \,_1

tels que
)\1 <Un ) U1>

/\n—l <Un7 Un—1>

on a alors
n—1
ProjV%l (’Un) = E )\k Vi -
k=1
On pose ensuite, le calcul précédent ayant été fait d’'une maniere ou d’une autre,

v, — Projy. . (vn)

~ llow = Projy, _, (va)]l”

€n -

C’est ce procédé qui a été utilisé dans les exemples 1.5 et 1.7 pour construire les
fonctions polynomiales de Legendre ou de Hermite a partir du systeme libre constitué
des fonctions monomes 1,¢,2, ....

1.7 Espaces de Hilbert séparables ; notion de base
hilbertienne

Définition 1.8 Un espace de Hilbert H (réel ou compleze) est dit séparable si et
seulement si s’il existe dans H un systeme de vecteurs (v )nen tel que l'on ait

U Vec (vy, ...,vn) = H
n=1
(on dit aussi que le systéeme (v, )nen= €st un systéme total).

Si H est un espace de Hilbert séparable, deux configurations sont envisageables :

— soit H est de dimension finie;

— soit il existe dans H un systeéme libre et total de vecteurs (v,,)nen:-
Dans I'un ou l'autre des cas, on peut construire (en utilisant le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt) soit une base orthonormée (ey, ..., €,) dans le premier
cas, soit un systeme orthonormé total (e, ),en+ dans le second cas. Cela nous conduit
naturellement a la définition suivante :
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Définition 1.9 Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base hilbertienne
de H tout systéme orthonormé fini (si H est de dimension finie) ou total (sinon).
Tout espace de Hilbert séparable admet toujours au moins une base hilbertienne.

Le cas des espaces hilbertiens de dimension finie (R” ou C") relevant totalement
de l'algebre, nous nous intéresserons surtout ici au cadre des espaces de Hilbert
séparables mais non de dimension finie. On a alors la proposition tres importante
suivante, conséquence immédiate de la proposition 1.8 30 :

Proposition 1.9 Soit H un K espace de Hilbert séparable et de dimension infinie
(K =R ou C), (ey)nen+ une base hilbertienne de H (il en existe toujours). Tout
élément h de H se représente comme la somme de la série convergente

o0
h = E h ek
k=1
avec

(h, ex)* =[]

ng

T
I

De plus, Uapplication
inj heH— (<h, ek>>
keN*
est un K-isomorphisme isométrique (conservant la norme) entre H et l’espace de
Hilbert I%(N*). Les scalaires (h, ex), k € N*, sont dits coordonnées de l’élément h
exprimé dans la base hilbertienne (€y,)nens-

Preuve. On applique la proposition 1.8, mais en remarquant cette fois que V' (qui
est par définition le plus petit sous-espace fermé contenant tous les vecteurs e,,) est
tel que V' = H. La premiere affirmation résulte donc du point 2 de la proposition
1.8. La seconde affirmation tient au fait (voir la preuve de la proposition 1.8) que

[Projy (h)||* = Z|h er)[* = [IR]I*.

La surjectivité de inj est une conséquence du point 3 de la proposition 1.8. Le fait
que inj préserve la norme implique bien sur l'injectivité. <

Ainsi, a isométrie pres, il n’y a qu'un seul K-espace de Hilbert séparable (si K = R ou
C, a savoir [Z(N*). Méme si cela est vrai, chaque « incarnation » de cet espace (% (N*)
aura son intérét propre et sera étudiée séparément : le lien en effet entre LZ (U, dz),
(ot U désigne un sous-ensemble mesurable de R™), L?(Q, 7, P) (ou (Q, 7, P) désigne
un espace probabilisé®!), qui pourtant sont, on le verra, tous les deux des espaces de
Hilbert séparables, et (%(N*), [2(Z) (qui en sont d’autres bien siir) n’est nullement
« intuitif » | Les premiers relevent plutot du cadre de I'information continue (& moins
que P ne corresponde & une distribution de probabilités discrete), les deux autres
relevent du cadre des mathématiques discretes!

30Le résultat établi dans cette proposition est indubitablement, avec le théoreme 1.1, un des
outils majeurs de I'analyse hilbertienne appliquée.

31Pourvu que la tribu 7 soit séparable, c’est-d-dire puisse étre engendrée par une famille
dénombrable d’éléments pris dans 7 .
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1.8 Le cas des espaces de Hilbert non séparables

Dans un espace de Hilbert quelconque (non réduit a {0}, réel ou complexe)
il existe bien sur toujours des systemes orthonormés. L’ensemble £ des systemes
orthonormés (dans un espace de Hilbert donné) peut étre équipé naturellement d’un
ordre : on dira que le systeme orthonormé (e,,), en « précede » le systeme (f,)yen si
pour chaque p dans le premier ensemble d’indices M, il existe v = v(u) (forcément
unique car tout systeme orthonormé est automatiquement libre) tel que e, = f, ().
On notera ceci

(ep)uer < (fo)ven -

Considérons maintenant une famille totalement ordonnée de systemes orthonormés

(ea,ua)MaEMa , O S Aa

de l'espace de Hilbert H ; ceci signifie que si I'on prend deux systéemes dans cette
famille, par exemple

(eal,ual)ualeMal ) (eaz,uo@)#azeM% )

alors soit le premier précede le second pour 'ordre, soit 'inverse. On constate que,
si 'on dispose d’une telle famille, on construit encore un systeme orthonormé en
« concaténant » toutes ces familles : en effet si e et €’ sont deux éléments du systeme
concaténé, ils sont tous les deux dans le méme systeme

(eajaﬂaj )Naj EMaj

(soit pour j = 1, soit pour j = 2, cela dépend de I'ordre entre les systémes corres-
pondant aux indices a; et as) et on peut donc calculer leur produit scalaire (qui
vaut 0 si ces vecteurs sont distincts, 1 s’ils sont égaux) entre ces deux vecteurs en
se positionnant dans le systeme adéquat. Ce systeme orthormé « majorant » réalise
en fait la borne supérieure de la famille totalement ordonnée dont on est parti.

Ainsi, toute famille totalement ordonnée de systemes orthonormés de H admet tou-
jours une borne supérieure (on dit aussi que l'ordre est inductif). L’axiome de Zorn
(équivalent de fait a I’axiome du choix) nous assure alors que £ admet au moins un
élément maximal (pour l'ordre que nous venons de définir). Nous remarquons alors :

Proposition 1.10 Si (e,),e; est un systéme orthonormé maximal pour ’ordre entre
systemes orthonormés de H décrit ci-dessus, alors le plus petit sous-espace vectoriel
fermé contenant tous lese,, 1 € H, est H lui-méme ; on dit que le systeme (e,),er est

orthonormé et total, ou encore que c’est une base hilbertienne de ’espace de Hilbert
H.

Preuve. On utilise un raisonnement par ’absurde. Soit V' le plus petit sous-espace
vectoriel fermé de H contenant tous les e,, ¢ € I, et h un élément de h n’appartenant
pas a V. Le vecteur
h — Proj, (h)
[ = Projy (h)

formerait, avec les e,, « € I, un systéme orthonormé strictement plus grand (pour
I'ordre mentionné sur les systemes) que le systéme pourtant maximal (e,),e;. Ceci
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est absurde, ce qui montre que I'existence d’un tel A est impossible, donc que 1'on a
bien V=H. ¢

Voici maintenant la raison pour laquelle les exemples des K-espaces de Hilbert IZ (1),
K =R ou C) sont si importants :

Proposition 1.11 Soit H un K-espace de Hilbert et (e,),er une base hilbertienne
de H (il en existe d’apres l'axiome de Zorn). L’application K-linéaire

heH— ((h, eL>> e ()

Le

réalise un K-isomorphisme isométrique entre H et I%(I).

Remarque 1.3. La proposition ci-dessus nous assure donc qu’a un K-isomorphisme isométrique
pres, les seuls K-espaces de Hilbert sont les espaces du type [Z(I) pour un certain ensemble d’indices

1. Lorsque I est dénombrable, on récupere ainsi tous les espaces de Hilbert séparables.

Preuve. Elle est immédiate; si h est dans H, alors, pour tout € > 0, il existe une
partie J(e) de I telle que, si V() désigne le K-sous-espace vectoriel engendré par les
e, L€ J(e),

h — Proj R)|I?= min ||h—z|?® <e.

= Profy, , (1)IF = min [lh—al}* < e

On voit tout de suite que si J est une partie finie contenant J(e)

A= Projy, (WI” = min [[h — =" < min f[h—=]" < €

puisque V; contient V(). La famille ((h, e,)e,).cr est donc sommable et de somme
h. Ceci induit (avec le théoreme de Pythagore) ’égalité

Ihl> = sup > |Projy, (h)|
JCI ,#J<0 e
= sup g |<h,eb>\2.
JCI, #J<00 2

On utilise ici le fait que si K est une partie finie de I ne rencontrant pas J(¢), on a

> [(h, e)” < [lh = Projy, h|* <e.

eK

Il reste & montrer que si (\,),er est dans [%(I), alors la famille

<)\L6L> ol

est sommable, de somme un élément hy de H tel que
AN=(h,e), Yeel.
La preuve du premier point repose sur le fait que pour toute partie finie K de I, on

a
S e =S e

eK LeK

(cela résulte du théoreme de Pythagore); on reprend ensuite le raisonnement fait
pour montrer la sommabilité de (z,0,),es lorsque 'on a deux éléments z et w de I%(1).
Pour le second point, on utilise simplement la continuité de la projection orthogonale
sur chaque droite vectorielle Ke,, ¢« € I. La proposition est ainsi démontrée. <
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1.9 Exemples de bases hilbertiennes dans le cas
séparable

1.9.1 Densité des classes de fonctions polynomiales dans
L% (U,dr) pour U mesurable borné

On rappelle®? que si (€;)r>1 et si g désigne la gaussienne

(X1, ey Tp) — exp(—||z[]?/2),

(22

la suite (ge,)k>1, OU ge(x) := € "g(x/€) constitue une approximation de la masse
de Dirac dans Li(R™, £,dz) (au sens de la définition 4.3 du cours de théorie de
I'intégration). On en déduit, en utilisant la proposition 4.10 du cours de théorie de
intégration que, si f est un élément de L%(R™,dz), la suite (f * G Jk>1, qui est
une suite d’éléments de LZ(R™, dz) d’apres le théoreme de Young??, converge vers

f dans l'espace de Hilbert L2 (R",dx).

Si f a un représentant identiquement nul dz-presque partout hors d’un compact K
de R™, un représentant de f * g. est la fonction

v [ate =ity = i [ (3 sl — ™) s d

k=0
1 S (_1)k 2k
- o g e dy
k=0 : K

qui se présente donc comme la limite uniforme sur K de la suite de fonctions po-
lynomiales (Py)y, ou

N (_

1 1)k
P(e) = s O g | o = ol dy.

k=0

On déduit de toutes ses remarques la proposition suivante :

Proposition 1.12 Si U est un sous-ensemble mesurable borné de R", les classes de
fonctions polynomiales a coefficients dans le corps K (K =R ou C) engendrent un
K-sous espace dense dans le K-espace de Hilbert L (U, dx).

Exemple 1.5 revisité. Suite a cette proposition, nous pouvons donc affirmer que les classes
(Ln)n des polynomes de Legendre introduits dans ’exemple 1.5 forment une base Hilbertienne
du K-espace de Hilbert LZ([—1,1],dt). Ce systéme se construit pas-a-pas en utilisant le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & partir du systeme libre constitué des fonctions monémes

t—t", n=0,1,...

32Voir I'exemple 4.2 du cours de théorie de l'intégration (UE MHT512), polycopié en ligne :
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/mht512.pdf
33Théoreme 4.2 du cours de MHT512.
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1.9.2 Densité des classes de polynémes trigonométriques
dans LZ(T")

Le but de cette sous-section est de montrer dans un premier temps que les classes
de monomes trigonométriques complexes

er = (01,...,0,) — exp(i(k10; + - - - + kn0,)) = exp(i{k, 0)), keZ",

engendrent un C-sous-espace dense dans le C-espace de Hilbert LZ(T™). On en
déduira immédiatement que les classes des monomes trigonométriques réels

n

(91,...,9n)t—>H cosb;) H sind;)7, k,l e N",
j=1

engendrent un K-sous-espace vectoriel dense dans L% (T™) (K = R ou C). Le matériel
introduit dans cette sous-section sera repris au chapitre 2.

Nous introduisons pour cela le concept d’approximation de 1'unité dans L2 (T™).

Définition 1.10 Une approzimation de la masse de Dirac dans LL(T") est une
suite (Vg)pen- d’éléments de LL(T™) telle que :

— pour tout k € N*, iy a un représentant (R, L(R™))- (R, £)-mesurable, 27-
périodique en chaque variable 0y, ...,0,, tel que p > 0 sur [0,27[" (donc sur
R");

- VkeN* HwkuTl = (27r f[O,Qﬂ'[” ‘wk<9)| df = ﬁ f[0,27r[" %(9) df =1 ;

~ pour tout 6 €0, 7],

lim / Ve(O dQ (1.26)

k——+o0
5<\0 |<m
=1,..n

conditions traduisant bien le fait que toute la « masse » (égale a 1) de ¢k se concentre
sur l'origine 0 de T™ lorsque k tend vers +oo.

Exemple 1.10. Soit, pour k& > 1,

n

H (1+cos6‘ )

U5(0) = =1

/ H 1+cosuj) d
u

Chaque fonction Wy, k € N*, est une fonction 27-périodique positive ou nulle en les n variables
(c’est méme un polyndme trigonométrique) et on a par construction méme ||Ug|r1 = 1; de plus,
si 0 €]0, ], la convergence uniforme vers 0 sur [—m, —d] U [0, 7] de la suite de fonctions

(1.27)

(1+cos9>k (1+cos€)’f
2 < 2

< (2k + 1)(cos(8/2))%F
4/7T/2(sinu)2k du B 4/7r/2(2u/7r)2’C du
0 0

- 2w

f—s

nous assure que la condition (1.26) est satisfaite et donc que la suite (‘i’k)kzl réalise une approxi-
mation de la masse de Dirac dans LL(T™, B(T"), df), approximation qui, il faut le souligner, est

donnée par des classes de polyndémes trigonométriques.
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On introduit la convolution d'un ¢ % f d’un élément ¢ de L% (T™) et d’un élément f
de LE(T™) lorsque p et ¢ sont deux éléments de [1, +o0] tels que 1/p+1/qg=1+1/r,

r € [1,00] comme étant 1’élément
per

g f
de L"(T™) dont un représentant est la fonction mesurable 2r-périodique en les n
variables 64, ..., 0,
1
(2m)"

1

6 — /W[n 9(0 —u) f(u) du = Gy /{mﬂn g(u)f(0 —u)du. (1.28)

On a d’ailleurs, d’apres les inégalités de Young®* transposables a ce cadre périodique,

19" Fll < @) lall, < 111, (1.29)
1 1/p

1, == | =—— 0)|P do

it = (g [, 1901 a0)

1= (g [ o)™

On peut en particulier appliquer cette opération a partir d’un élément g de L (T™)
et d’un élément f de L% (T™), ce qui nous donne un élément

si

et

g% feLX(T).

Dans exactement la méme veine que la proposition 4.10 du cours de théorie de
l'intégration, nous avons (la preuve est quasiment identique) la proposition suivante :

Proposition 1.13 Soit K =R ou C et f € LZ(T"). Si ({})r>1 est une approzima-
tion de la masse de Dirac dans L (T™), la suite

(e % Flizr
est une suite d’éléments de L% (T™) convergeant vers f dans le K-espace de Hilbert
LZ(T™).

Le corollaire suivant de cette proposition 1.13 sera particulierement important en
ce qui concerne ultérieurement l’analyse de Fourier des signaux ou des images
périodiques :

Corollaire 1.1 Les classes de monomes trigonométriques complezres
er 00— exp(i(k101 + -+ k,0,)) = exp(ilk, 0)), (ki,....k,) €Z",

engendrent un C-sous-espace vectoriel dense dans le K-espace de Hilbert LZ(T™).
Les classes des monomes trigonométriques réels

(01,...,0,) —

J

(cos ;)% x H(sinﬁj)lf , k,leN"

1 j=1

engendrent un K-sous-espace dense dans L%(T") (K =R ou C).

34Voir le théoreme 4.2 du cours de MHT512 et sa transposition au cadre périodique dans la
définition 4.5 de ce méme cours.
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Preuve. Il suffit de se souvenir que (‘Ifk) k>1 (o1 Uy, est le polynome trigonométrique
défini par (1.27)) est une approximation de la masse de Dirac dans Li(T") (voir
Iexemple 1.10), d’appliquer la proposition 1.13, et de remarquer dans un second
temps que si f € L2(T"), la fonction

0 — f(0 —u)Vy(u) du:/ fu)Wg(0 — u) du

(0,27 [ [0,27["

est un polynéme trigonométrique complexe car, pour tout k = (ki,....k,) € Z",
pour tout # € R”

/[02 [ f(u)e“k"g’“> du = %9 x / f(u)e’”k’“> du,

(0,27 [

ou (, ) désigne le produit scalaire canonique dans R". Le passage des monomes
trigonométriques complexes aux monomes trigonométriques réels se fait a ’aide des
formules de Moivre et d’Euler.

Exemple 1.4 revisité. Il résulte du résultat établi dans 'exemple 1.4 (transposé du cadre monodi-

mensionnel au cadre multidimensionnel, ce qui se fait immédiatement) que les classes des monomes
trigonométriques complexes

ep :(61,...,0n) — exp(i(k161 4+ - -+ kn0y)), keZ™,

forment un systeme orthonormé dans LZ(T™). Du fait du corollaire 1.1, ces classes éx, k € Z",
forment une base hilbertienne du C-espace de Hilbert L(T™). Cette base hilbertienne jouera un
role majeur dans ’analyse de Fourier des phénomenes périodiques ; on la retrouvera au chapitre 2.
Exemple 1.6 revisité. Si f est un élément de LZ([—1,1],(1 — #3)~1/2dt) et que f soit un
représentant de f, la formule de changement de variables dans les intégrales® assure que

dt T sin 6 d6 T
t)[? :/ 0)) ——= = 0)*df < +oc0.
0P = [ seosor 2l = [ ifteosoran < oo

Or, d’aprés le corollaire 1.1, les mondémes trigonométriques réels pairs
0 — cos(nd), n €N,

engendrent un K-sous-espace dense dans le K-sous-espace de L%(T) constitué des classes de fonc-
tions 2m-périodiques paires & valeurs dans K (ici K = R ou K = C). On en déduit que les classes
des polynémes de Tchebychev ©,, définis précisément (voir (1.21)) par

O, (cos ) = cos(nb), n e N,

engendrent un K-sous-espace dense de L2 ([—1,1], (1 — ¢?)~1/2dt) et par conséquent, compte tenu
de leur orthogonalité deux a deux (voir I'exemple 1.6) forment une base hilbertienne de ce K-
espace de Hilbert (toujours si K = R ou K = C). Ce systéme peut se reconstruire via le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a partir du systeme libre constitué des classes des monémes
tmon=0,1,..

1.9.3 A propos des polynomes de Hermite

Nous verrons au chapitre 2 que les classes de fonctions polynomiales (a coeffi-
cients dans K = R ou C) engendrent un K-sous-espace dense dans le K-espace de

35Formule (3.11) dans I’énoncé du théoréme 3.5 du cours de MHT512.
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Hilbert L2 (R, e‘tht) introduit dans exemple 1.7. 11 en résulte que les classes H,,,
n € N des fonctions polynomiales de Hermite définies par

+2 d” _tz]

e

Ha(#) =0

=——"——Xe X —
" on/2:1/41 /| dtn
forment une base hilbertienne de L%(R, e_t2dt). Ce systeme peut ici encore, se re-
construire via le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a partir du systéme
libre constitué des classes des monomes t", n =0, 1, ...

, neN, (1.30)

1.10 Le théoréme de dualité

Nous revenons maintenant a I’étude générale des propriétés des espaces de Hil-
bert. Nous donnons dans cette section une application clef du théoreme de projec-
tion, qui nous dit que le dual d’un espace de Hilbert (au sens topologique) s’identifie
isométriquement a l’espace lui méme. Rappelons que le dual (au sens topologique)
du K-espace de Hilbert H est par définition le K-espace des formes K-linéaires conti-
nues de H dans K (« continues » s’entendant naturellement au sens de la topologie
définie par la norme euclidienne || ||).

1.10.1 Quelques préliminaires a propos des formes linéaires
continues sur un Hilbert

Le fait qu'une forme K-linéaire L. : H — K soit continue équivaut au fait qu’il
existe une constante C' telle que

Vee H, ||z|| <1=|L(z)| < C.

Si tel est le cas, on définit la norme de L par

ILI" = sup |L(z)] = sup |L(z)].
{z; =<1} {z; ll=l=1}
Cette norme || ||* est dite norme de I'espace normé dual du K-espace de Hilbert
(H,|| |) (la norme || || étant la norme dérivant du produit scalaire sur H) 3°.

Dans la pratique, on ne dispose bien souvent de la description de I'action d’une forme
linéaire L que sur un sous-espace vectoriel dense dans H (et non explicitement sur
H) ; un exemple important est celui d'un espace de Hilbert séparable ou I'on dispose
d’une base hilbertienne (eg)rez (ou d'un « frame » engendrant un sous-espace dense
V) et ou l'on ne connait l'action de L que par le biais des L(ex), k¥ € Z. On ne
connait donc a priori que l'action de L sur les combinaisons linéaires finies des

vecteurs (ey)kez :
N N
L(ZAM) = ML(er), NeN.
Y N

Une question naturelle se pose : celle de « prolonger » sans ambigiiité L a ’espace
de Hilbert tout entier (en une forme linéaire continue bien siir) de maniere & pouvoir
vraiment travailler avec un élément du dual de H. Le petit lemme de prolongement
suivant, anodin a premiere vue, est en fait tres important du point de vue pratique :

36Pour ne pas alourdir les notations, on omettra par la suite de faire figurer I’exposant * dans
Pexpression de la norme duale ; on la notera aussi || || par souci de simplicité, ce lorsque la confusion
avec la norme || | sur H s’averera impossible.
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Lemme 1.1 (Lemme de prolongement des formes linéaires) Soit V' un K-
sous-espace dense (mais attention, pas nécessairement fermé, c’est le probléeme!) de
H et L une forme linéaire de V dans H. Une condition nécessaire et suffisante pour
que l’on puisse prolonger L en un élément du dual topologique de H est qu’il existe
une constante positive C' telle que

Yo eV, |L(v)] < O]l

Preuve. Si L se prolonge de V' a H en une forme linéaire continue, on peut prendre
C = ||L| et Vinégalité |L(h)| < C||h|| est satisfaite pour tout h dans H, donc a
fortiori pour tout v dans V. Pour la réciproque, on approche un élément arbitraire
h de H par une suite (v, ),>0 d’éléments de V' (V est dense, c¢’est donc possible). On
remarque que, puisque

|L(vy) — L(vm)| = |L(vp, — vm)| < Cllog, — Ui, Ym,n € N,

la suite (L(vy))n>0 est de Cauchy dans le corps K comme la suite convergente
(Un)n>0; elle converge donc et 'on peut poser

L(h) = lim L(v,)

n—-+4o0o

apres avoir remarqué que cette limite ne dépendait pas en fait de la suite (v,)n>0
choisie pour approcher h. L’action de L est ainsi prolongée a H tout entier et la
forme linéaire L : H — K définie ainsi prolonge ’action de L sur V', est unique et
continue car on a bien sur

Vhe H, [L(h)] < C|h]l.

Le résultat repose donc essentiellement sur la complétude de K. <

1.10.2 L’énoncé du théoreme de dualité

Théoreme 1.2 Soit L une forme linéaire continue sur un K-espace de Hilbert H
(le corps de base K étant R ou C); il existe un et un seul h € H tel que

Vee H, L(xz) = (z, h).

De plus, Uapplication
L+—— h=h(L)

est une isométrie anti-linéaire’™ entre H* (muni de la norme || ||* d’espace normé
dual définie ci-dessus) et H ; le dual H* hérite donc naturellement ainsi d’une struc-
ture de K-espace de Hilbert avec un produit scalaire défini par

(L1, La) = (h(La2), h(L1))

37L’anti-linéarité signifie que pour toute paire de formes K-linéaires L1, Lo, pour toute paire de
scalaires A1, Ag,

h(MLy + AaLo) = Ah(Ly) + Aah(Ls) .
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Preuve. Le sous espace F' = Ker L est un sous espace fermé F' de H. A moins que L
ne soit I'application nulle (auquel cas h = 0 convient dans I’énoncé du théoreme), F'
est strictement inclus dans H. De plus, d’apres le théoreme de projection orthogonale
1.1, H est somme directe orthogonale de F et F'* puisque tout z € H s’écrit

1
r = Projp(z) + (x - ProjF(x)> eForFt

la somme étant directe. On peut par conséquent toujours trouver (lorsque L # 0)
au moins un vecteur v non nul dans F*.

Remarquons aussi (toujours si L # 0) qu’il est impossible de trouver dans F* deux
vecteurs indépendants u; et us : en effet, si tel était le cas, on aurait L(u;) = AL(us2)
pour un certain A € C* et par conséquent u; — Auy € F N F+ = {0}, ce qui
contredirait I'indépendance de u; et us. On a donc

H=F&®Cu.

Lorsque L # 0, choisissons un vecteur non nul u de F*, c’est-a-dire, d’aprés ce qui

précede, une base de F*. Pour tout z € F, on a L(z) = (x, u) = 0. Posons

_ Llu
[Jull?

h

h:

u.
On a, avec ce choix,
Vee H, L(x) = (x, h)

et la premiere partie du théoreme est prouvée. L’unicité de h est immédiate, car
<$,h1>:<$7h2>, Vee H

implique en particulier (hy — hg, hy — ho) = 0, soit hy = he. Enfin, on a, du fait de
'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.9) (avec son cas d’égalité),

IL] = sup [(z, )| = IA]l,

llzll=1

ce qui montre bien que
L+— h=h(L)

est une isométrie. L’antilinéarité de cette application est évidente. <

1.11 Opérateurs de H dans H ; notion d’adjoint

Apres nous étre intéressés a décrire le K-espace vectoriel des formes linéaires
continues sur un K-espace de Hilbert H, nous allons dans cette section nous intéres-
ser a l'étude (tres succinte) des opérateurs K-linéaires continus d'un K-espace de
Hilbert dans lui-méme.
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1.11.1 Préliminaires sur les opérateurs linéaires continus de
H dans H

Soit T : H — H une application K-linéaire du K-espace de Hilbert H dans
lui-méme 3%, Dire que T est continue (pour la topologie d’espace normé définie par
la norme || || dérivant du produit scalaire) équivaut a dire qu’il existe une constante
C telle que

Vhe H, |h|| <1=||T'(h)] < C.

On pose dans ce cas

1T} :=  sup  [IT(A)][ = sup [[T(h)]. (1.31)
{heH s B <1} {heH s [hll=1}

Comme pour les formes linéaires, dans de nombreux problemes pratiques, on ne
dispose de la description de I’action d’'un opérateur que sur un sous-espace vectoriel
dense dans H (et non explicitement sur H); un exemple important est celui d’un
espace de Hilbert séparable ou I'on dispose d’une base hilbertienne (ey)xez (ou d’un
« frame » engendrant un sous-espace dense V') et ou l'on ne connait I'action de T’
que par le biais des T'(ex), k € Z. On ne connait donc a priori que l'action de T" sur
les combinaisons linéaires finies des vecteurs (ey)rez :

N N
T( Z )\kek> = Z )\kT(ek), N € N*.
k=—N k=—N

Une question naturelle se pose : celle de « prolonger » sans ambigiiité 7" a l'espace
de Hilbert tout entier (en un opérateur K-linéaire continu bien str) de maniere a
pouvoir vraiment travailler avec un opérateur K linéaire continu de H dans lui-
méme. Le petit lemme de prolongement suivant, anodin a premiere vue, est en fait
tres important du point de vue pratique :

Lemme 1.2 (Lemme de prolongement des opérateurs) Soit V' un K-sous-
espace dense (mais attention, pas nécessairement fermé, c’est tout le probléme!)
de H et T une application K-linéaire de V' dans H. Une condition nécessaire et
suffisante pour que l’on puisse prolonger T de maniére unique en un opérateur K-
linéaire continu de H dans lui-méme est qu’il existe une constante positive C' telle
que

VoeV, T <ol

Preuve. Si T se prolonge de V' a H en un opérateur linéaire continu, on peut prendre
C = ||T|| et I'inégalité || T'(h)|| < C||h|| est satisfaite pour tout h dans H, donc a
fortiori pour tout v dans V. Pour la réciproque, on approche un élément arbitraire
h de H par une suite (v,),>0 d’éléments de V' (V est dense, c¢’est donc possible). On
remarque que, puisque

1T (vn) = T(wm) | = T (vn = vm)[| < Cllon = vml[; ¥m,n €N,

la suite (T'(v,,))n>0 est de Cauchy comme la suite convergente (v,,),>0; elle converge
donc et I'on peut poser

T(h):= lim T(v,)

n—-+4o0o

380n dit aussi un opérateur linéaire continu de H dans H.
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apres avoir remarqué que cette limite ne dépendait pas en fait de la suite (v,)n>0
choisie pour approcher h. L’action de T est ainsi prolongée a H tout entier et le
nouvel opérateur T' : H — H défini ainsi prolonge ’action de T" sur V', est unique
et continu car on a bien sur

vhe H, |T(h)| < Clh]l.

Le résultat repose donc sur la complétude de H en place de celle de K utilisée pour
le lemme 1.1. <

Exemple d’application 1.11 (théme d’exercice). Voici un exemple d’application important
de ce lemme de prolongement dans un K-espace de Hilbert séparable ot ’'on dispose d’une base
hilbertienne (eg)xez. On se donne Paction d’un opérateur linéaire T" en se la donnant uniquement
sur les vecteurs ey de la base hilbertienne. On veille simplement a ce que I'action de T ne détériore
pas trop l'orthogonalité, au sens suivant : il existe une suite (74 )rez de nombres positifs telle que

I7ll =) 7 < o0
kEZ

et
Ve, 1€ Z, [(T(ex), T(er))| < Tri

(on parle alors pour la famille (T'(eg))x de famille « presque orthogonale »). Alors, si N est un
entier positif non nul et ()\k)kN: n des scalaires, on a, du fait du théoréme de Pythagore,

(35 )l = 5 3 a{rn m)

—NlIl=—-N
< Z Z | M| A2 | T—1
—NI[=—N
14N
< Z > Pl pl
“Np=—I—N
2N
< 3 (Xl el)
p=—2N ]
<

Tp ZINI2 ZIMM
PEZ
< 7l x Z Axl?

k=—N

si’on convient de prolonger la collection (A ) par des zéros hors de {—N, ..., N}, que l'on applique
l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.9) et l'invariance par translation de la mesure de comptage sur Z.
On voit qu’il existe une constante C' = /||7||1 telle que, pour tout h dans le sous-espace vectoriel
engendré par les e, k € Z, on ait ||T(h)|| < C||k||. Le lemme de prolongement s’applique donc et
I’action de T se prolonge bien en celle d’un opérateur linéaire continu de H dans lui-méme.
Par exemple, si H = L4(T) et si

er 10— " kez,

on définit un opérateur linéaire continu de H dans lui-méme en posant

T(ex) : 60— ap(0)e*®, Vi ez,

oll ay, désigne (pour tout k € Z) une fonction C°° 27-périodique 3, avec la contrainte qu’il existe
une constante absolue K > 0 telle que

Yk €Z, |larlo + llaklloo + lakllo < K.

3971 s’agit concrétement d’un mécanisme de modulation de I’amplitude, dans la mesure ol ’on
remplace I'amplitude constante égale & 1 de § — e’ par I'amplitude « modulée » (de facon
douce) 0 — a(6).
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On voit en effet (en faisant deux intégrations par parties successives) que, si tel est le cas, il existe
bien une constante C' telle que, pour tout couple d’entiers (m,n) avec m # n,

1 27 . C
_ |1 —i(k=1)0 gg| <
(e Tl = |- [ a@u@e 0" as] < =0

ce qui assure l'existence d’une suite (73)rez telle que
(T(ex), T(e))| < Th—1, VEIEZ

(la série de Riemann [1/k?)z>; étant convergente). La possibilité de prolonger 7' en un opérateur

linéaire continu & I'espace L2(R/27Z) tout entier entre donc bien dans le cadre de I’exemple.

1.11.2 La notion d’opérateur adjoint

La notion importante que nous attacherons dans ce cours a un opérateur K-
linéaire continu 7' : H — H sera celle d’opérateur adjoint.

Soit T" un tel opérateur K-linéaire continu 7" : H — H. Pour tout h fixé dans H,
I’application
re Hvw— (T(z), h)

est une K-forme linéaire continue sur H. Il existe donc (d’apres le théoreme de
dualité 1.2) , un unique élément 7*(h) tel que

(T'(x), h)y={x, T*(h)), Vx € H. (1.32)
Si 'on remplace h par Aihy + Aohy avec hy, ho € H, A, A3 € K, on constate que
(T(z), Aihy + Xoha) = M{(T(x), hy) + M\(T(z), hy)
= Az, T(h)) + Aoz, T"(h2))
= (2, MT* () + 2T () )

A
A1

ce qui montre que l'application
h+—— T*(h)
définie suivant (1.32) est bien K-linéaire. La relation définissant completement cette
application K-linéaire 7" : H — H, soit
Vee H,Vhe H, (T(z), hy = (z, T*(h)) (1.33)
est dite formule d’adjonction. Cette formule d’adjonction se lit aussi
Vee H,Vhe H, (T*(z),h)y = (h, T*(x))
= (T'(h), x)
= (z,T(h)),
on constate que (7%)* = T.

Si h est de norme 1, on a, pour tout  dans H,
(@, T*(h))| = [(T(z), )| < |T(@)[| x [|All < || x [l

ce qui montre (en prenant z = T*(h)) que [|[T*(h)|| < ||T||, donc que T™ est une
application K-linéaire continue de H dans H (comme T'), avec ||T*|| < ||T'||. Comme
(T*)* =T, on a aussi l'inégalité inverse

1) =17 < T

Tout ce que nous venons de faire se résume en la proposition-définition suivante :
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Proposition 1.14 Soit H un K-espace de Hilbert (K=R ouC) etT : H — H
une application K-linéaire continue de H dans lui-méme (on dit aussi un opérateur
K-linéaire continu de H dans H ). La formule d’adjonction (1.33)

Vee H, Vhe H, (T(x), h) = (x, T*(h))

permet de définir sans équivoque un autre opérateur K-linéaire continu de H dans
lui-méme, dit adjoint de T. Les opérateurs T et T* sont tels que |T|| = [T et
['opération de prise d’adjoint T —— T™ est une involution isométrique antilinéaire
du K-espace vectoriel Lx(H, H) des opérateurs K-linaires continus de H dans H
(équipé de la norme d’opérateur continu définie par (1.81) a partir de la norme || ||
dérivant du produit scalaire sur H ).

On remarque de plus (toujours grace a la caractérisation de I'adjoint via la formule
d’adjonction (1.33)) que si T} et Ty sont deux opérateurs K-linéaires continus de H
dans lui-méme,

(TooTy)* =Ty 0Ty .

En particulier, si un opérateur linéaire continu ' : H — H admet un inverse aussi
linéaire continu 7! : H — H, on a nécessairement (771)* = (T*)~L.

Exemple 1.12 : le cas de la dimension finie. Si H = R™ ou H = C" sont équipés d’un produit
scalaire (, ) (pas nécessairement le produit scalaire canonique), la notion d’adjoint rejoint celle que
I’on connalt en algebre. Si M est la matrice de U'opérateur T exprimée dans une base orthonormée
de R™ ou C™ (relativement au produit scalaire (, )), la matrice de l'adjoint T* (relativement &
la structure hilbertienne attachée au choix du produit scalaire) exprimée dans cette méme base
est exactement la matrice M*, c’est-a-dire la transconjuguée de la matrice M (on transpose et on

conjugue les coefficients).

Exemple 1.13 : les « shifts ». Si H = I%(Z), Vopérateur (zx)kez — (Tx—1)kez (dit shift d’'un
pas vers la droite) a pour adjoint lopérateur (xi)rez — (Tg41)rez (dit shift d'un pas vers la

gauche).

Exemple 1.14 : le cas d’une projection orthogonale sur un sous-espace fermé. Si V est
un sous-espace fermé de H, l'opérateur Proj;, (qui est continu de norme 1 puisque |Projy z|| < ||z||
avec égalité si et seulement si z € V') a pour adjoint

(Projy)* = Projy
car on a, pour tout x, h dans H,

(x, Projy(h)) = (Projy(x), Projy(h))
— (Projy(x), h).

L’opérateur Projy, est un exemple d’opérateur auto-adjoint. La norme d’opérateur d’une projection
orthogonale Py sur un sous-espace fermé V est égale & 1 car Py (z) = = pour € V et d’autre
part | Py (z)]| < ||z|| pour tout z dans H.

La proposition suivante nous sera utile car elle relie noyau et image d’un opérateur
linéaire continu 7" au noyau et image de son adjoint 1.

Proposition 1.15 Soit H un K-espace de Hilbert et T un opérateur K-linéaire
continu de H dans lui-méme. On a les relations :

KaT = (ImT*)*
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KaT* = (ImT)*
1l
H = KerT & ImT*
1
= Ker7"® ImT (1.34)

Preuve. Si h est dans le noyau de 7', on a
Vee H, (T(h), z) =0.
En utilisant la formule d’adjonction (1.33), il vient donc
Vee H, (h, T"(z)) =0,

ce qui signifie que h est orthogonal au sous-espace Im7T™. Comme le produit scalaire
est continu sur H x H, h est aussi orthogonal au sous-espace fermé ImT*, ce qui
prouve bien 'inclusion

KerT C (ImT*)*.

Prenons maintenant h orthogonal & Im 7™ ; pour montrer que T'(h) = 0, il suffit de
montrer que pour tout x € H,

(T'(h), x) =0.
Mais, toujours d’apres la formule d’adjonction (1.33)
(T'(h), x) = (h, T"(x)) = 0
puisque A L T*(x). On a donc bien aussi l'autre inclusion
(ImT*)* Cc Ker T

(on peut passer a gauche a 'adhérence car 1'on sait que KerT est fermé). Les for-
mules des premiere et troisieme lignes de (1.34) sont donc prouvées (pour celle de la
troisieme ligne, on applique le théoreme de projection orthogonale). En remplacant
T par T* et en utilisant 'involutivité de la prise d’adjoint (7*)* = T, on en déduit
les formules des seconde et quatrieme lignes. <

1.11.3 L’intérét de la prise d’adjoint ; deux exemples pra-
tiques

Nous donnons dans ce paragraphe deux exemples de raisonnements ou ’opération
de prise d’adjoint facilite la tache. Ces raisonnements conduisent chacun a une ap-
plication pratique importante : la premiere concerne la « poursuite » d’une informa-
tion inconnue par le biais de projections orthogonales itérées judicieuses, la seconde
concerne la possibilité, dans un espace de Hilbert séparable, de « perturber »une base
hilbertienne tout en conservant certaines des propriétés opérationnelles qui lui sont
attachées. Cette sous-section peut étre pensée comme deux thémes de problemes
a regarder a téte reposée. On peut la lire a titre d’exercice (ces exercices seront
d’ailleurs partiellement repris dans les guides d’activités proposés sous Ulysse).
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Itération de projections

Le résultat de ce paragraphe est celui que soutend la figure illustrant 1’exemple 1.2
de la section 1.1.

F1a. 1.7 — Ttération de projections (rappel de I'exemple 1.2)

Proposition 1.16 Soient Vi, Vs, ..., VN, N sous espaces vectoriels fermés d’un es-
pace de Hilbert H, h un élément de H, et P,..., Py, les projections orthogo-
nales sur les sous-espaces affines respectifs Dy := h+ Vi,..., Dy == h + Vy. Soit
V:=ViNn---NVy et P la projection orthogonale sur le sous espace affine A = h+V.
Alors, si Q est 'application affine Q = Pyo---0 Py, on a

Q*(x) — P(z) (1.35)
pour tout x dans H lorsque k tend vers linfini. De plus, lorsque N = 2 et
[ (B, ha)|
cosf:= sup ——— <1,
mevpave [[hall [[he]

hoevynvL

alors, on a l'information quantitative permettant ’estimation d’erreur dans cet al-
gorithme itératif :

1Q" (x) — P(z)|] < (cos§)*||lz — P(x)]]. (1.36)
Preuve. On se ramene au cas h = 0, ce qui nous permet de poser le probleme au
niveau des sous-espaces vectoriels et non plus affines. Les projections orthogonales

sur des sous-espaces vectoriels fermés étant des opérateurs de norme égale a 1, on
voit que si x est dans le noyau de ) — Id, on a

[zl = ([P (@)} = - = Q)] = =],
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et donc || P;(z)|| = ||z|| pour j =1,..., N. Ceci implique (via le théoréme de Pytha-
gore), que Pj(z) = x pour tout j = 1,..., N, soit z € V. On a donc

Ker(/-Q)=V.

Introduisons ici la prise d’adjoint. Comme Ker (I — Q*) = Ker (I — Q) = V' (il suffit
d’inverser 'ordre des projections orthogonales Py, qui sont toutes, on le rappelle, des
opérateurs autoadjoints, cf. exemple 1.14 ci-dessus), on peut d’apres la proposition
1.15 décomposer 'espace de Hilbert H sous la forme

H=Ker(I—Q)&m(I-Q) =V &m{iI—0).

Prouver le premier volet de la proposition revient donc a prouver (1.35) pour tout
x dans Im (I — @), ou encore, ce qui est suffisant par continuité de I — @), pour tout
x dans Im (1 — Q). Mais si x = (I — Q)(y), posons

@ = lim Q)]

(a existe bien car on a affaire a une suite décroissante de nombres positifs). Distin-
guons maintenant deux cas.
— Sia >0, on considere la suite (uy)gen, OU

Q*(y)

Uk = 77~ 7

Q" ()l

on a [|Q(ug)|| — 1; ceci implique

(I = Q)(ux) — 0,

comme on le voit en utilisant une fois de plus le théoreme de Pythagore et en
raisonnant par récurrence sur le nombre N de projecteurs impliqués dans la
factorisation de () ; comme a > 0, il en résulte

Qb o(I-Q)y)=(I~-Q)oQ"(y) — 0.

— Si maintenant @ = 0, on a également

(I -Q)oQ"(y) 0.

Ainsi, pour tout z dans Im (I —Q), on a Q*(z) — 0 = P(z), ce qui, avec le fait que
Q"(x) converge vers x = P(x) lorsque x € V, conclut la preuve du premier volet de
la proposition.

En ce qui concerne le second volet de cette méme proposition, il suffit de remarquer
que, compte tenu de la définition de cos 6,

1Q(2)|| < cos b [l«]

pour tout z dans V* et d’appliquer cette inégalité de maniere itérative au vecteur
x—Plx). &
Application. Une application importante de ce résultat est la suivante : c’est celle qu’illustre la

figure déja introduite dans l’exemple 1.1 de la section 1.1 et que pour mémoire nous redonnons
ci-dessous.
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E
1
S
CHN
Sy
So L 0 Fz
S +FL

F1a. 1.8 — Ttération de projections (rappel de I'exemple 1.1)

On se donne deux sous-espaces I} et Fy de H tels que F; N F3- = {0}. On note P, (resp. ) la
projection orthogonale sur Fy (resp. Fb) et Q1 (resp. Q2) la projection orthogonale sur Fi- (resp.
F3-). On suppose que s est un élément de Fy a priori inconnu, la seule information connue connu
étant so = Pa(s). Alors, lalgorithme itératif

So = PQ(S)

Skr1 = S0+ Q20 Pi(sk)
= (3—@2(8))+Q20P1(3k)

s+ Q2 (P1(Sk) —3>
s+Q20Pi(sp—s), VkeEN,

(c’est plus parlant sur la figure) converge vers s. Il suffit d’utiliser la proposition 1.16. De plus, si
Fy et le sont tels que

hi,h
sup A, o)l =cosf <1, (1.37)

meror ||l |[ha]l
ho€F3\ {0}

on a une estimation de la vitesse de convergence de s; vers s en

s = 5]l < (cos8)*[[s0 — sl| = (cos )*[|Q2(s)]| < (cos )" |s|l;

la décroissance de l'erreur d’approximation est exponentielle. Souvent, pareille idée est exploitée,
méme dans le cas o1 1« angle » des deux sous-espaces F} et F3- est égal 3 0 (cos§ = 1) ; I'algorithme

n’a plus alors, on s’en doute, la robustesse que I’on pourrait escompter.

Systemes bi-orthonormés dans un espace de Hilbert séparable

Souvent les bases orthonormées des espaces de Hilbert sont amenées a se présenter
comme « perturbées », I'orthogonalité n’étant alors plus assurée. Il est néanmoins
possible de pallier & ce probléme grace & la proposition suivante®.

Proposition 1.17 Soit (e)r>1 une base hilbertienne d’un K-espace de Hilbert sépa-
rable et (fi)ren un systéeme de vecteurs tel qu’il existe une constante absolue T €]0, 1]

40Que I'on peut voir comme un résultat de stabilité concernant les bases hilbertiennes, méme
si I'orthogonalité reste une notion « fragile » comparée a la redondance qui elle est une notion
beaucoup plus robuste! Nous y reviendrons dans la section 1.12 suivante.
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avec

N

Hi)\k(ek_fk)HQ §722|/\k]2 (1.38)
k=1

k=1

pour tout N € N*, pour tout choiz de scalaires )i, ..., \y dans le corps*'. Il existe
alors un systéme de vecteurs (gx)ren+ tel que

<fk,gz>:{(1)§§];;§

et que tout élément h de H puisse s’écrire

h=> (h, g fi=>> (b, fx) o
i s
avec
|17 1/2 |17l

1—71

< (Xltnall) " <

1/2

-l (Sie fE) " <@+ nlnl.

147

Preuve. On définit tout d’abord un opérateur linéaire continu 7' : H — H en
définissant dans un premier temps son action sur les éléments de la base hilbertienne
(ex)k>1 par

T(ey) =er— fr, VNnEZ.

Ainsi, pour tout N € N*, pour tout choix de scalaires A1, ..., Ay,

T(i /\kek> - i Me(er — fi)
k=1 k=1

Pour tout élément h dans le sous-espace vectoriel engendré par les e, £ > 1, on a
IT(R)|| < Tl|A] (1.39)

d’apreés 'hypothese (1.38), ce qui prouve (si I'on invoque le lemme 1.2 de prolon-
gement des opérateurs) que T' se prolonge bien en un opérateur linéaire continu de
H dans lui-méme puisque le sous-espace vectoriel engendré par les e, £ > 1 est
dense. L’opérateur T' : H — H ainsi défini est de norme majorée par 7 du fait
de I'inégalité (1.39) (valable par prolongement pour tout i dans H). L’opérateur T
étant de norme ||T'|| < 7 < 1, l'opérateur S = Idg — T = I — T admet un inverse
continu S~! dont I'action est définie par

S~H(h) = f:Tk(h), VheH, (1.40)
k=0

41Ceci signifie que le systéme (fi)r>1 est en quelque sorte une version « perturbée » du systéme
orthonormé idéal qu’est la base hilbertienne (eg)r>1.
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ot T désigne, pour k € N, I'itéré k fois de l'opérateur T (T° = Id); la série au
second membre de (1.40) est en effet absolument convergente car

N S S Il
Do ITHII < S NTI Al < 8l o7 < 1=
k=0 k=0 k=0

ce qui prouve non seulement que S~ : H — H est bien défini (comme opérateur
linéaire continu de H dans lui-méme), mais encore que

1
S < ——
17 < +—

Notons que l'on a, pour tout h dans H, les inégalités :

(L =7)p) =@ =ISTHSENI < ISE < A+ ITE < (1477
A=7lsT I < rll =SSR < @ +n)IST )] -
(1.41)

Ici intervient 'opération de prise d’adjoint : nous introduisons en effet I’'opérateur S*
adjoint de S'; la norme de cet opérateur S* est égale a la norme de .S, donc majorée
par 1 4+ 7. Du fait de la remarque suivant la proposition 1.14, 'opérateur S* est un
opérateur inversible, d’inverse 'opérateur continu (S™1)* (de norme égale a ||S™!|) ;
on a donc aussi, pour tout h dans H, ’encadrement

L =Dhl =@ =SS DI < IS W < (1 +7)l|A]l- (1.42)

Posons, pour k € N*,
gr = (S71)"(er) = (S) " (ex) -

D’apres la formule d’adjonction (1.33), on a bien, pour tout couple (k,l) d’entiers
positifs,

(frs s ) = (Slex), (ST (er)) = (S7 0 Slex) , 1)
= len, el) = 1sz‘k:l
0sik#I.
On a aussi, pour tout A dans H,

h=S(57(h) =

N

(>

1

,€>€k>

)

{

k
S(ex)

[
hE

S~ (h)
<s L(h), e
(h, (s7)

k
k=1
= > *(ek)>s<ek)zz<h79k>fk
k=1 k=1

et aussi

h= () oS (h) = ()78 (), ex)en)

k=1
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WK

(S°(h), ex) (87 (en)

k=1

NE

(ho (57 (@) 9

= Z<h, S(ek)>gk = i(h, Ir) gk -

Comme de plus (toujours en utilisant la formule d’adjonction (1.33))

DM gl = Y 1R, (ST )P =) 1SR, en)P = ISR

Do Kh P = Y Kk S(e))P =) ST (h) s en)l® = 15" (W),

on conclut a toutes les assertions de la proposition en invoquant les doubles enca-
drements (1.41) et (1.42). <

Exemple 1.15. Dans 'espace de Hilbert L2(T) ot les classes de fonctions
e 00— e Lez,

(correspondant aux harmoniques fondamentales) forment une base hilbertienne, on peut considérer
les classes « perturbées » des fonctions obtenues en 2m-périodisant les

fe 10 [-ma— e ke,
ou les wy, sont des nombres réels avec

log 2
o= max|wg — k| < k)
k ™

Comme on le vérifie aisément, pour tout N € N* et pour tout choix de scalaires complexes
()\k)IICV:7N7

Z 1 [ & 2 1/2
| ¥ xwtn—enl] = (%/ D (e g ] d9>

k=—N T k=—N

EN: )\k(i (i(wk;i!k))lel)eikgr d9> 1/2

, 1/2
3 Aelilwr — k))le“ﬂ‘)’ d6>
=—N

INA IN INA
3 I I
B NEESES
— .—‘t VN

—~ T ¥~
¥z

=

< T( i\’: |>\k|2>1/2

avec 7 < 1 si p < log2/w. La proposition s’applique dans ce contexte et 'on peut associer un
systéme (gx)kez au systéme « perturbé » (fx)rez. Notons que ceci nous autorise & travailler dans
I'espace LZ(T) avec un systéme de fonctions de référence qui correspondent & des classes de fonc-
tions oscillantes, mais cette fois apériodiques, puisque les fréquences wyg, k € 7Z, ne sont plus
entieres. Ceci est souvent tres intéressant dans les problemes pratiques liés a I'analyse de Fourier

(sur laquelle on se penchera au chapitre 2 de ce cours).
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1.12 Un procédé algorithmique : le matching

Comme on I’a déja mentionné dans ce cours, les notions de systeme orthonormé et
de base hilbertienne, si elles constituent des modeles mathématiques « idéaux » pour
décomposer un élément dans un espace de Hilbert, ne sont pas des objets « robustes »
lorsqu’on les perturbe. Il est souvent préférable du point de vue pratique de travailler
avec des « frames » ou méme des « dictionnaires » souvent tres redondants : au
contraire de ce qui se passe pour les systemes orthonormés, les éléments distincts
du dictionnaire sont autorisés cette fois a étre corrélés entre eux, c’est-a-dire a ne
plus étre nécessairement orthogonaux relativement au produit scalaire avec lequel
on travaille.

On utilise souvent, tant en mathématiques appliquées qu’en informatique, des algo-
rithmes « gloutons » pour « pister 4 » un élément d’un espace de Hilbert contre un
dictionnaire (en général redondant) d’éléments « test » pris dans ce méme espace de
Hilbert (en utilisant toute la force de 'algorithme de projection orthogonale).

Au titre d’annexe a ce cours (et de theme de probléme de révision), voici un exemple
d’un tel procédé algorithmique; on peut ici le voir comme un theme d’exercice
guidé, mais c’est une méthode tres couramment utilisée dans la pratique, notamment
en informatique (par exemple en imagerie), dans toutes les questions relatives a
'analyse, au stockage, au classement, a la compression (souvent aux fins de synthese
ultérieure), de données expérimentales. La « traque » d’un visage ou d’'un objet
dans un film vidéo, la confrontation d’une image médicale pathologique avec un
dictionnaire d’images « type », constituent des exemples illustrant parfaitement ce
type de démarche algorithmique d’inspiration naturellement hilbertienne.

Proposition 1.18 Soit H un K-espace de Hilbert, h un élément de H et D un dic-
tionnaire d’éléments (tous de norme 1) que l'on suppose dénombrable et engendrant
un sous-espace dense; on suppose que l’on peut construire de maniere itérative une
suite d’éléments dy, ..., d,, ... du dictionnaire D (les d; dépendent de h), une suite
de scalaires A1, ..., A\, ... (dépendant aussi de h) tels que

’<hw dl” = Inax|<h, d”

deD

Aidy = PTOjKd1<h)a

et, pour tout n > 1,
(S )] = gl o)
k=1 k=1
Ant1dny1 = Projgg (h - Z )\kdk> '
k=1

Alors, la suite

e = ()
k=1 -

42(Crest la origine de la terminologie anglo-saxonne de « matching ».
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converge vers h dans H ; on dit qu’elle réalise le matching®® du vecteur h contre le
dictionnaire D.

Preuve. Posons vy, := A\idy pour k € N* et notons r, le « reste » de la décomposition
de h une fois I’étape n de I'algorithme effectuée, soit

n
rni=h— E U,
k=1

partant de ro =h. Sil1 <n <m,on a

m
Tn = Tm + E Vg,

k=n-+1

Comme on effectue a chaque cran de I’algorithme une projection orthogonale unidi-
mensionnelle sur la droite vectorielle engendrée par le nouvel élément du dictionnaire
trouvé (le procédé est tres simple et tres naif!), on a, pour tout k € N*,

17l = lIre—l|* = [{ra—1, di) |-

La suite (||r]|?)x>0 est donc une suite décroissante minorée, donc convergente. On
en déduit aussi

D el < 0. (1.43)
k=1

Pour montrer dans un premier temps que la suite (ry)r>0 converge, nous allons
= ?

prouver qu’elle est de Cauchy. Fixons donc € > 0. Comme on le voit aisément, on a,

sil<n<m,

m

Irn = rll® = Nl + 1 = 207> =2 D Re(rm, vi) -
k=n+1
Mais on a, pour tout k entre n 4+ 1 et m,
[(rm > ve)| < okl X [[vmall 5 (1.44)

en effet, toujours pour k entre n + 1 et m,

s 0l = (s (et i) di)|
= [(rms di) X (i, di)
= okl [rm » di)
< ol < [lomal
du fait méme du principe de I'algorithme, puisque |[(r,, , dpm+1)| (qui est par définition
la norme de v,, 1) maximise tous les |(r,,, d)| avec d € D. On a donc

m

rn = rll® < Nlrmll® = I7all® + 2 omall > okl (1.45)
k=n+1

43Comme le dictionnaire D peut fort bien étre redondant (on a d’ailleurs tout intérét a ce qu’il
en soit ainsi), la décomposition de h suivant D n’a rien d’unique; la méthode proposée dans ce
scénario algorithmique fournit simplement une décomposition efficace en « pistant » (de maniére
« hiérarchique ») les éléments tests qui comptent le plus dans la représentation de h.
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Or
m m—+1
vmatll > losll < Jomaa ) llvell -
k=n+1 k=1

Mais la clause (1.43) implique

q
lim (;gg)(uvquguvku)) 0. (1.46)

Si n est assez grand, on est donc certain que
lrall* = llrml* <.

On choisira n assez grand pour qu’il en soit ainsi. Il résulte de (1.46) qu'il existe

q > m tel que
q
logll D lowll <.
k=1

Mais on a
||rn - 7"m” < Hrn - Tq” + Hrm - Tq” .

En appliquant (1.45) (mais cette fois avec les couples (n,q) et (m,q) au lieu de
(m,n)), on voit que
max (|1, — g%, [lrm — 14]1*) < 3e.

En mettant tout ensemble, on voit donc que
lrn — rml|| < 2V 3e

pour ce choix de n, ce qui implique bien que la suite (ry)r>o est de Cauchy, donc
convergente. Mais on a aussi la convergence vers 0 de ||vg|| lorsque & tend vers U'infini.
On a donc

Jim [ (re, di)| = 0.

Le principe de I'algorithme (appliqué une fois de plus) nous assure que pour tout
élément d du dictionnaire
lim [(ry, d)| =0.

k—o0

Comme le dictionnaire forme une partie totale, la limite de la suite (ry)r>o doit
étre orthogonale a tous les atomes du dictionnaire, est par conséquent nulle, et la
proposition est ainsi démontrée. <

Remarque 1.4. On peut raffiner de beaucoup de manieres cet algorithme. Une maniére consiste
par exemple (en utilisant le procédé de Gram-Schmidt) a faire en sorte qu’a chaque étape le reste
7y, soit orthogonal aux éléments tests atomes dy, ..., d,, du dictionnaire précédemment sélectionnés.
Ceci évite de ré-utiliser le dictionnaire complet a chaque cran du processus. Le risque est de

réintroduire la fragilité liée au souci d’orthogonalité.



52

Espaces de Hilbert



Chapitre 2

L’analyse de Fourier et ses
applications

2.1 Introduction

Si I'analyse de Fourier puise ses sources dans le travail de pionnier de Jean-
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)" et en particulier dans son mémoire fondateur
« Sur la propagation de la chaleur dans les corps solides » de 1807 ou il introduit la
théorie des séries trigonométriques, elle a fédéré tout au long du XIX-eéme et du XX-
eme siecles tant des mathématiciens (on retrouvera dans ce cours les noms de Frie-
drich Bessel, Karl Weierstrass, Gustav Lejeune Dirichlet, Lipét Féjer, Alfred Tauber,
Johannes Radon, Michaél Plancherel,..., théoriciens des nombres ou analystes), que
des physiciens (on y croisera Wermer Heisenberg avec le célebre principe d’incerti-
tude, Denis Gabor, Josiah Gibbs, des opticiens comme Joseph von Fraunhofer) et des
ingénieurs mathématiciens ou informaticiens (Claude Shannon, James W. Cooley et
John W. Tuckey,...). A travers ce second chapitre, ou I’on présentera ’analyse de Fou-
rier tant en mathématiques discretes qu’en mathématiques « continues » , on tentera
de mettre en lumiere non seulement les idées et résultats mathématiques, mais aussi
la maniere dont ces idées et ces résultats s’inserent aujourd’hui de maniere essentielle
(et surtout depuis la « révolution numérique » survenue a l’aube des années 1970 avec
le célebre algorithme proposé par les ingénieurs américains James Cooley et John Tu-
ckey autour de 1965) dans de nombreuses branches relevant des mathématiques, de la
physique, de I'ingénierie ou de 'informatique : traitement des signaux et des images,
théorie de I'information, cryptologie et cryptanalyse, optique, physique quantique,
tomographie en instrumentation médicale (CAT-Scanner, IRM), analyse et synthese
du son et de la parole, téléphonie mobile et télécommunications,...

Si les mathématiques (avec leur présentation pouvant parfois paraitre « acadé-
mique ») constituent le fil directeur des notes de ce chapitre, il est évident qu’il
convient de prendre ici un certain recul qui permette aussi de voir ces mathématiques
« en situation » dans le monde qui nous entoure ; cela était déja vrai avec ’analyse
hilbertienne et 'algorithmique « a la Pythagore » présentée au premier chapitre,

I Mathématicien, mais aussi conseiller scientifique et compagnon de Napoléon qu’il accompagna
avec Champollion durant la campagne d’Egypte, homme politique aussi (il fut préfet de 1'Isere et
I'Université Grenoble 1 porte aujourd’hui son nom), Joseph Fourier a marqué profondément ’essor
conjoint des mathématiques et de la physique a ’aube du XIX-eme siecle. Il faut veiller a ne pas le
confondre avec son homonyme le philosophe Frangois-Marie Charles Fourier (1772-1837), le pere
du « Fouriérisme » et fondateur de 1’Ecole Sociétaire.

23
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c’est bien str encore plus criant pour cette seconde partie du cours, évidemment
trés en prise avec la premiere.

Nous suivrons l'analyse de Fourier depuis le cadre de la dimension finie (avec les
modeles RY ou CV), relevant de l'algebre et de I'arithmétique, jusqu’aux cadres
discret dénombrable (I (Z")) et continu (Li(R™)) ou L (T™)), relevant, eux, plus
de l'analyse car la notion de dimension infinie y est présente (K = R ou C). On
insistera en particulier sur le cadre p = 2 présentant l'intérét majeur d’étre propice
a ’algorithmique hilbertienne « a la Pythagore » étudiée au chapitre 1.

2.2 Transformation de Fourier dans le cadre dis-
cret

Cette section sera dévolue au cadre des mathématiques discretes : notre premier
modele sera celui des espaces (de Hilbert) [2({0,..., N — 1}) (espace des signaux
digitaux de longueur N réels ou complexes) ou %({0, ..., Ny — 1} x {0, ..., Ny — 1}),
(espace des images digitales de taille Ny x Ny), K désignant le corps des réels ou
celui des complexes. Ensuite, notre modele sera celui des espaces I§(Z), p > 1, parmi
lesquels les cas p = 1 et bien sur p = 2 (c’est le modele, on I'a vu, de K-espace de
Hilbert séparable ?) retiendrons surtout notre attention.

Notre souci est d’introduire la transformation de Fourier avec les deux motivations
qui 'accompagnent :

— fournir un outil puissant de calcul pour transformer une opération (la « convo-
lution ») omniprésente mais difficile & gérer en une opération autrement plus
maniable (la multiplication) ;

— permettre la décomposition (dite harmonique) des phénomenes discrets en
phénomenes périodiques (toujours discrets).

2.2.1 La transformation de Fourier discreéete

Soit N € N* un entier strictement positif. Un systeme orthonormé du C-espace
de Hilbert (2({0,..., N — 1}) des vecteurs (s(k))g=o..n_1 de nombres complexes,
équipé du produit scalaire

(51, 82) = s1(k)sa(k),

est donné par les suites (€;(k))g=0..n-1, 7 = 0,... N —1, oue;(k) = 1sij =k,
0 sinon; c’est la classique base canonique de C". Mais il existe d’autres systemes
orthogonaux particulierement intéressants; 'un d’eux est constitué des suites

<exp(2mjk/N)) - (cos(2jk7r/N) +i sin(2jk7r/N))

k=0,...,N—1 k=0, ., N—1

j =0,...,N — 1. Le signal digital f; := (exp(2imjk/N))k=o, ~n-1 correspond a la
suite des valeurs prises successivement aux points t = 0,t =1,...,t = N — 1, par la

20n choisit ici I'indexation par Z plutdt que par N ou N* parce que Z est équipé avec ’addition
d’une structure de groupe commutatif, ce qui jouera un role précieux a la fois dans la définition et
le maniement de la transformation de Fourier.
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fonction
t € R — exp(2imjt/N)

qui est une fonction du type t — exp(iw;t) avec w; = 2mj/N, donc une fonction
périodique de fréquence 27j/N. Le systeme orthogonal constitué des N signaux di-
gitaux fo, ..., fy_1 constitue un systeme totalement différent du systeme orthonormé
constitué par les e; = (e;(k))r=o,. n—1; il est constitué de signaux discrets « oscil-
lants » et non de fonctions « pic » ; en divisant ces vecteurs par v/ N, on obtient donc
un nouveau systeme orthonormé (f;) o, n—1 de CN constitué de vecteurs corres-
pondant a des signaux digitaux par essence tres différents des signaux « pic » e,
7 =0,...,N — 1, correspondant aux vecteurs de la base canonique.

Changer de base orthonormée (ici remplacer (e;) =0, n—1 Par (fj)j=o.. .n—1) pour
exprimer un vecteur de CV (que 'on pensera ici comme un signal digital & valeurs
complexes défini sur {0, ..., N — 1}) ne change bien str en rien le carré de la norme
2 du vecteur des coordonnées ; si

on a bien sir
N-1 N-1 N
€3 =D 1617 =D 1617 = 11gl13 = lIsl”>
=0 j=0

Mais il est une quantité qui, elle, peut changer de maniere drastique, c’est I’entropie
du signal lorsqu’il est exprimé dans la base B = (e;)j=o,. n—1 (resp. dans la base
B = (fj)j=0,..n—1), définie par

N-1
Entr[s; B] = — Z 1517 1ogy 1€517
=0
B N-1 N
(resp. Entr[s; B] = — Z €51 log, |§y|2> :
=0

Cette notion d’entropie se révele étre (pensez a son incarnation en thermodyna-
mique) un indicateur du chaos; plus 'entropie d’un signal digital exprimé dans une
base est petite, mieux ce signal digital se présente comme « organisé » dans la base
considérée, ce qui se lit aussi de la maniere suivante : plus forte sera la pente du
graphe de la fonction j —— |{;| obtenue en réorganisant les |¢;| suivant l'indice
7 de maniere a ce que cette fonction soit décroissante. Trouver une base ortho-
normée de CV dans laquelle I'entropie soit minimale est évidemment un challenge
tres intéressant aux fins d’applications futures (compression, transmission, stockage,
etc.). Il est intuitivement évident que la base canonique (e;);=o,., v ne saurait étre la
base orthonormée de ce point de vue la plus adéquate pour encoder un signal digital
« oscillant » de méme que bien sur la base (f;)j=o,. n—1 est sirement bien moins
intéressante que ne l'est la base canonique pour encoder une combinaison linéaire
de fonctions « pic ». C’est face a ce type de problématique que se situe I'intérét de
I’analyse de Fourier discrete.

En effet, prendre la transformée de Fourier discrete d’un signal digital

s = (s(k))k=o,.. N1,
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ce n’est rien d’autre que précisément calculer (au facteur vV N pres) les coefficients
de s dans cette nouvelle base orthonormée (f;),—o,...n—1 alors que les nombres s(k),
k=0,...,N —1 sont les coordonnées de s dans la base canonique.

Proposition 2.1 La N-transformée de Fourier discréte d’un élément

(s(0),...,s(N = 1))
de I2({0, ..., N — 1} est par définition 1’élément (5(0),...,S(N — 1)) défini par

2imky
< (exp(2imjk/N))k=o. ,N_1> = s(k)exp(— Z;J)
k=0
3 15 [exp(—i@tﬂ j=0,.,N (2.1)
P N t:k7 Y )

Il s’agit d’une transformation linéaire inversible de CV dans CV, dont lapplication
wnverse est donnée par

N-1 .
1 N 2imjk
s(k) = = > 80 exp =
7=0
car la matrice symétrique My = [exp(—Qink/N)] vérifie
0<j,k<N—1

My - (My)* =N Iy.

Preuve. Pour voir que My - (My)* est N fois la matrice identité, on utilise simple-
ment le fait que Wy = exp(—2in/N) est une racine de X = 1 et que toutes les ra-
cines ¢ de cette équation autres que X = 1 (c’est a dire tous les Wi, k=1,..., N —1)
vérifient

1+E+84--- 461 =0,
Le calcul de My - (My)* est alors considérablement simplifié.

Dans le cas K = R, un systeme orthogonal intéressant de (Z({0, ..., N —1}) est celui
qui est donné par les suites

< i (2k + 1)>

a; COS ————=

! N k=0,...,N—1

avec g = /1/N et a; = \/2/N si j > 0 (ces suites forment, elles, un systeme
orthonormé de 2({0, ..., N — 1})) et la transformation qui associe au vecteur

(s(0), ., s(N = 1)) € R"

le vecteur de coordonnées

COs( 7.‘-](2k + 1)
<) = (s (e ™EES) )
N—1
mj(2k + 1)
= o Z s(k) cos
p— 2N
N-1
J(2t+1
= Qj 8(k)|:C (2N )i|tk:7j:07. ’N 1’
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est appelée N-transformation en cosinus discréte. La transformation inverse est
donnée par les formules

mj(2k + 1)

s(k) = s°%(j) cos 5N

<.
I
o

Il faut donc interpréter ces transformations (N-transformation de Fourier discrete
dans le cas complexe ou N-transformation en cosinus discrete dans le cas réel) comme
Peffet sur la suite des coordonnées de changements de base; dans les deux cas, on
cherche & décomposer le vecteur (s(0),...,s(N — 1)) de KV (exprimé ainsi dans
la base canonique de K¥) dans une nouvelle base constituée de fonctions oscil-
lantes discrétisées aux points 0, ..., N — 1, la gamme de fréquences étant [0, 27[ (les
fréquences étant 0,27 /N, ...,2(N —1)7/N)3. Ces transformations se transposent au
cadre des espaces de Hilbert

Z({0,...; Ny — 1} x {0, ..., Ny — 1})..
Par exemple, la (N7, Ny)-transformée de Fourier discrete d’une matrice

[[<k17 k2)] 0<k;<Np-—1

0<ko<N>—1

est la matrice [I(j1, j2)] o<;,<v,—1 dont les entrées sont donnés par

0<j2<N2—1
Ni—1Na—1 . .
21k 1 2imko o
]1;]2 ];)k; klqu exp( N, ) XP<—TQ>
1 2

pour j; =0,..., Ny — 1, jo =0, ..., Ny — 1. Les formules inverses sont

N1—1 Na—1

Z Z o 2i7’[‘k’1j1 o 2i71'/€2j2
X X
(j1, J2) exp N, p N,
J1=0 j2=0

I(ky, k) = NN
14V2

pour ky =0,...., Ny — 1, ks = 0,..., Ny — 1. Dans les versions bi-dimensionnelles, on
privilégie souvent pour des raisons pratiques de symétrie les transformations réelles,
donc plutot la (N, Ns)-transformation en cosinus discrete plutot que la (Ny, Na)-
transformation de Fourier discrete?.

Pour comprendre I'importance de la transformation de Fourier du point de vue
opérationnel (on retrouvera toujours cette propriété par la suite), prenons deux
suites (s1(0), ..., s1(N — 1)) et (s2(0), ..., s25(N — 1)) de I2({0, ..., N — 1}) et associons

3En fait, cela n’aurait pas grand sens d’envisager des fréquences au deld de ce seuil 27 car
la discrétisation aux entiers 0,1,..., N — 1 ne rendrait absolument plus compte des oscillations!
Notons que exp(—2imjk/N) = exp(2irj(N — k)/N) pour j = [N/2] +1,..., N, ce qui fait que I'on
peut aussi considérer que la gamme des fréquences explorées (si I'on entend prendre un intervalle
symétrique autour de l'origine) est [—, ]

4(C’est par exemple la version bi-dimensionnelle de la transformation en cosinus discréte qui est
I'un des ingrédients majeurs des algorithmes de traitement ou de compression d’image tels JPEG
(la compression se faisant au niveau de la transformée en cosinus discrete de blocs 8 x 8 en lesquels
le tableau (N1, N2) a été préalablement décomposé).
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leur les deux polynomes

Pl(X) = 81(0> + 51(1)X + -+ 81<N - 1)XN71 = - Sl(k)Xk
k=0

Py(X) = 53(0) +so(1)X + -+ +s9(N - 1) XV = - so(k) X"
k=0

Le reste de P;(X)P(X) apres division euclidienne par X — 1 est le polynome

N-1
(51 %n s2(k)) X*
k=0
ol
N-1 N-1
S1 *N Sg(k) = §1<k—l)§2<l) = §2(k—l)§1<l>, kZO,...,N—l, (22)

l

Il
o

l

Il
=)

51 et §o désignant les fonctions définies sur Z et a valeurs dans K prolongeant s; et
s par 1-périodicité. On a alors la proposition (et définition) immédiate suivante.

Proposition 2.2 L’opération (sy,s3) —— 81 *n 52 de (12({0,..., N — 1}))? dans
I2({0,..., N — 1}) est appelée N -convolution cyclique. On a

31/*1?920) = :9\1(]) X §2(J>7 v] € {07 "'7N - 1}7 (23)

ce qui fait de la N-transformée de Fourier discréte un isomorphisme entre le groupe
(I2({0,..., N — 1},*n) et (X({0,....,N — 1}) équipé de la multiplication « terme d
terme ».

Preuve. On écrit

=

PUX)Py(X) =) (s1#n 52(k)) X* (mod XV —1),

B
Il
o

puis on pose X = exp(—2imj/N) ; on obtient ainsi

51(7)52(4) = Z_(Sl s s2(k)) exp(=2imjk/N) = st #n 52(7)

ce qui donne le résultat voulu.

Ce résultat tres simple (mais d'un intérét majeur®) soutend 'opération algorithmique
de multiplication rapide de polyndmes. Multiplier deux polynomes de degré au plus
N —1 est une opération qui « consomme » N2 multiplications, comme il est immédiat
de s’en convaincre si I’on utilise aucune astuce particuliere. Il en est de meme du
calcul de la N-transformée de Fourier discrete d'un signal digital de longueur N (on
doit multiplier un vecteur par une matrice carrée de taille N x N), sauf dans le
cas certes tres particulier (mais pourtant essentiel) N = 2 ol aucune multiplication

14 . 7 .
°On en retrouvera de nombreuses versions tout au long de ce cours, transposées du cadre fini
au cadre discret, du cadre discret au cadre continu,...
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n’entre en jeu (seulement une addition et une soustraction ¢). On comprend aisément
que si N est trés grand (pensez & N = 10°), le cotit d'un tel calcul numérique
(N? = 10'?) échappe tres vite aux normes raisonnables !

Mais il y eut dans cette histoire un miracle! Il fallut attendre 1965 pour que deux
ingénieurs informaticiens américains, James William Cooley et John Wilder Tuckey,
mettent au point un algorithme récursif trés simple” exploitant la simplicité du cas
N = 2 et permettant, lorsque N = 2P, d’effectuer le calcul de la N-transformée
de Fourier discreéte d'un signal digital avec p x N/2 = p x 2P~! et non plus N? =
227 multiplications! Le gain est énorme et déclencha & l'aube des années 1970 ce
qui allait étre la « révolution numérique » . Jusque la resté instrument théorique
au service du mathématicien ou du physicien, la transformation de Fourier allait
devenir le formidable outil technologique qu’elle n’a cessé d’étre depuis dans tous les
domaines (télécommunications, imagerie, équations aux dérivées partielles, ...). La
transformation de Fourier lorsque N est une puissance de 2 devient la Fast Fourier
Transform (FET) et 'on comprend pourquoi les écrans de télévision ou les consoles
d’ordinateur sont souvent des configurations a 1024 sur 1024, 512 sur 256,..., pixels;
on comprend aussi le regain d’intérét pour les grands nombres de Fermat premiers
M = 22" 41 ou de Mersenne premiers M = 2P — 1, pour envisager la multiplication
« rapide » de polynomes de degrés strictement inférieur a [M /2] en calculant leur
produit dans K[X]/(X2*" — 1) ou dans K[X]/(X?" — 1) via la proposition 2.2, donc
grace & la 22" ou 2P-FFT et & son inversion (et en profitant dans ce cas des propriétés
de larithmétique modulaire).

2.2.2 La transformée de Fourier sur [{(Z)

Comme on I’a vu dans la section précédente 2.2.1, le calcul de la transformée de
Fourier d'un élément s = (s(0),..,s(N — 1)) de I2({0, ..., N — 1}) revient a calculer
le produit scalaire de s avec les versions échantillonnées aux points 0, ..., N — 1 des
fonction oscillantes

. 2ry
t— exp(iw;t), w; = w0 =0,..,.N—1.
Plus N augmente, plus 1'éventail de fréquences {2j7/N; j = 0,..., N — 1} remplit
I'intervalle [0, 27[. Le fait maintenant d’imaginer que N tende vers +oo nous incite
a définir la transformée de Fourier d’une suite (sg)gez de I&(Z) (en calquant les
formules 2.1) comme suit :

Définition 2.1 Soit s = (sg)rez un €élément de I(Z). La transformée de Fourier
(ou spectre) de s est la fonction continue 2m-périodique sur R, a valeurs en général

6La 2-transformation de Fourier discréte se résume aux deux formules 35(0) = s(0) + s(1) et
5(1) = s(0) — s(1); c’est d’ailleurs le seul cas ou la matrice de la N-transformation de Fourier
discrete (dite dans ce cas « matrice papillon » car c’est sous la forme de ce type de diagramme que
Ion schématise cette transformation) est une matrice réelle.

7On trouvera par exemple une présentation succinte de I’algorithme de Cooley-Tuckey dans mes
notes du cours de 'UE MHT304 : « Calcul scientifique et symbolique et initiation aux logiciels », en
ligne sur http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~ yger/mht304.pdf, section 4.6. La clef de cet
algorithme tient simplement dans la remarque W225 S Wy = exp(—2in/N), les entrées du
vecteur colonne s étant préalablement triées entre entrées d’indice pair et entrées d’indice impair.
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complexes 8 :
S tweRF Z spe” (2.4)
keZ

L’application F : s — S ainsi définie est une application linéaire continue injective
du C-espace de Banach IL(Z) dans le C-espace de Banach C°(T,C) des fonctions
continues 2m-périodiques de R dans C, équipé de la norme || |-

Preuve des affirmations incluses dans la définition. La convergence des deux
séries de fonctions (w +— spe™ ) ey et (w — s_pe™) ey étant une convergence
normale puisque

|sne” ] = [y
et
> sl = lIslh < +oo
keZ

par hypotheses, le spectre § d'un élément s € I{.(Z) est une fonction continue (en
général a valeurs complexes, sauf dans le cas particulier ou s_p = §; pour tout
k € Z). De plus, on a
[8lle = sup [31 < sl
[0,27]

ce qui prouve la continuité de F.

Il est immédiat de retrouver s a partir de son spectre (cela prouvera donc l'injectivité
de F) wia les relations

1 o /\( ) ikwd 1 QW( i —ilw) iwkd
— slw)e W = — S1€e e W
27T 0 27T 0 oo !
1 27 )
= Yals | ) =u
2 Jo
leZ

pour tout k € Z (c’est la convergence normale qui permet I'interversion série/intégra-
le a la seconde ligne du calcul ci-dessus). <

Remarque 2.1. Attention! Il est faux que F : s — 5, considérée comme une application injective
de I{.(Z) dans Despace C°(T, C), soit surjective. Par exemple, si (ex)x>1 est une suite décroissante de
nombres positifs tendant vers 0, alors le lemme d’Abel (uniforme) montre que la suite de fonctions

k .
5in [
(w eER+— Zelsml w>k>1
=1 -

converge uniformément sur R vers une fonction continue 2m-périodique ; pour le voir, on utilise le
fait qu’il existe une constante absolue C' telle que

N .
sin kw
W — <C VN eN*;
for o) <

en effet? :

N gin kw w X
Z k = A (;cosku>du

8Le spectre de (sy)kez est a valeurs réelles si et seulement si s_j, = 55, Vk € Z.
9Le calcul sera conduit plus en détails plus loin, voir la suite d’égalités 2.21 dans la section
2.3.3.
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1 N
_ iku
= 5/0 ( E et — 1) du
k=—N

1 (¥ /sin(N +1/2)u
B e 2 |
2A ( sinw/2 )du,

et 'on a a la fois

w3 N
‘/ “nu udu‘gKl, YN e N, , Vw e [0,7]
0

/“ ‘Sin(N—l— 1/2)u  sin Nu
0

du < K5, VN € N*
2sinu/2 U ’ui 2 € > Yw € [0,7]

pour deux constantes absolues K et Ko. Si l'on choisit par exemple comme suite (ex)x>1 la suite
((log(k +1))71)>1, on constate que la fonction

R e
we M};klog(kz—i—l)

est une fonction continue 2w-périodique qui ne peut pas étre la transformée de Fourier d’une suite

de I£(Z) puisque la série de Bertrand [1/(plogp)],>2 est divergente!

On a vu dans le cours de théorie de l'intégration (proposition 4.9 du polycopié
de 'UE MHT512) le role essentiel que revétait 'opération interne de convolution
discréte entre éléments de i (Z) (K = R ou C), opération qui a deux suites (s1x)kez
et (so.x)kez de Ik (Z) associe la suite de terme général

(51% S2)k o= D S1uSokt = Y Sth—520 = (2% 51)
leZ USVA

L’importance de cette opération tient surtout au fait que tout opérateur linéaire
continu £ de l}(Z) dans lui-méme invariant par translation (c’est-a-dire tel que
L[($k—1o)k] = (L[8]k—ko )& POUr tout s = (sy)y dans li:(Z) et pour tout ky dans Z °)
se représente précisément comme un tel opérateur de convolution

L :s+——hxs,
ot h = Lleg], ey désignant la suite (o x)rez, est un élément particulier de lf(Z) dit
réponse impulsionnelle du filtre digital L.

La proposition 2.2 devient dans ce nouveau contexte 1’énoncé suivant, confirmant le
role « opérationnel » de la transformation de Fourier, role que 'on retrouvera dans
le contexte continu plus tard :

Proposition 2.3 Si sy et sy sont deux éléments de I5(Z), on a

51 % 53(w) = 51(w) x (W), Vw €R.

Preuve. C’est une application du théoreme de Fubini et de I'invariance par trans-
lation de la mesure de décompte sur Z : on écrit

51 % Sa(w) = g (E 31,l32,k—l>€_Wk

kezZ  leZ

—iwk
= E E 51,152 k1€

keZ IeZ

10Un tel opérateur est aussi appelé boite noire ou filtre digital.
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w(k—1) ,—iwl
= E E 81182kl€ )

kEZ IEZ
—iwl —iw(k—I
= E S1,€ ( E 52, k1€ ( )>
LEZ kEZ
— § 8Ll€—zwl ( E 827k€—zwk)
I€Z kEZ

= 5(W) X H(w).

On a appliqué Fubini deux fois (apres avoir vérifié qu’en mettant des modules partout
I'intégrale double est convergente, ce qui est vrai car les exponentielles introduites
sont de module 1, donc invisibles lorsque I'on prend les modules des termes) : de la
ligne 1 a la ligne 2, puis de la ligne 3 a la ligne 4. De la ligne 4 a la ligne 5, c’est
I'invariance par translation de la mesure de comptage que I'on a utilisé. Mais il est
clair que la formule exp(z; + 29) = exp(z1) X exp(zq) (pour passer de la ligne 2 a la
ligne 3) a joué un role décisif (c’est en fait la clef du probleme). <

Tout ce que nous avons fait dans cette sous-section s’adapte pour définir naturelle-
ment la transformée de Fourier sur [{.(Z"). Par exemple, dans le cas n = 2 (corres-
pondant au cadre des images digitales), si [I(k1, k2)|k, koez €St un tableau (indexé
par Z?) d’entrées complexes tel que

S (ki ka)| < 00,

k1€EZ ko €Z

le spectre de I est la fonction continue (27-périodique en les deux variables) :

(wi,ws) € R — T(wy,wn) 1= Y > I(ky, ky)e hrorthoea) (2.5)

K1€Z ko €7

La convolution bidimensionnelle!! de deux tels tableaux I; et I, est le tableau I; * I,
défini par

V (ki ko) € Zz, (I % Ir)(ky, ko) = Z 211(11,12)[2(k31 — k= 1p)

LWEZIEZ
= D ) Lk — by — ) Ta(ly, )
LWEZIEL
(2.6)
et on a la formule
V(Wl,WQ) € IR27 m(wl7u)2> - fl(Wl,WQ) X _/[\2((,()1,(,()2> . (27)

2.2.3 La transformée de Fourier sur [%(Z)

L’espace [%(Z) (contenant strictement I(.(Z)™ ) est un cadre de travail plus pro-
pice que celui de I'espace I&(Z), ce pour deux raisons : d’une part parce que c’est

10n parle aussi de « masque » & propos d’une image I agissant par convolution sur toutes les
autres.
12Gi (sk)kez est dans [L(Z) avec ||s||; < 1, alors on a |sy| < 1 pour tout k € Z et par conséquent

Sk lsel* < X lsel = lIslly < 1.
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un C-espace de Hilbert (et 'on peut y faire de la géométrie « a la Pythagore »),
d’autre part parce que la norme [? correspond & une entité « physique », la notion
d’énergie. Nous allons donc dans ce cadre élargi (par rapport au cadre de IL(Z))
définir la notion de spectre.

On a vu au chapitre 1 (exemple 1.4) que le systeme constitué des fonctions
wr+— exp(ikw), k € Z,

constitue une base hilbertienne du C-espace de Hilbert LA(T). Par conséquent, si
(sk)kez est un élément de [2(Z), la série bilatere des classes de fonctions

W — E sge”h ke,
kEZ

converge (au niveau des classes dans LZ(T)) vers un élément § de LA(T). Cela
conduit a la définition suivante :

Définition 2.2 On appelle spectre s d’un élément s = (sg)rez de I2(Z) Uélément §
de LA(T) (c’est donc une classe de fonction mesurable de R dans C, 2m-périodique
et d’énergie finie sur [0,27]) tel que

1 2w N 2

Lapplication F : s € [2(Z) — § € Li(T) réalise une isométrie linéaire bijec-
tive entre ces deux espaces, qui coincide sur Ii(Z) avec la transformation F de la
définition 2.1.

Remarque 2.2. Le fait que l'application F de la définition 2.2 réalise une isométrie correspond a
un principe physique, le principe de conservation d’énergie; nous verrons en effet ultérieurement
que la transformation de Fourier F (ou encore la prise de spectre), pensée dans le cadre continu
et non plus comme ici discret, a une incarnation concréte en deux dimensions ou trois (on le
verra dans une section ultérieure lorsque nous envisagerons la transformation de Fourier agissant
sur L (R™)), & savoir le processus de diffraction & travers une lentille ou un prisme en optique
ou en cristallographie. La formule qui rend compte de ce principe (suivant le premier volet de la
proposition 1.9), & savoir ici

1 27 N
Do lsel* = g/o 5(w)? dw, Vs = (s)kez € I2(2),
keZ

est, dans ce cadre discret, connue comme la formule de Parseval'®. Cette formule se « duplique »
de la maniere suivante : si s1 = (s1,4)kez et s2 = (82 )kez sont deux éléments de (%(Z),

1 2

51 (w)sa(w) dw = 51452k (2.8)

o
0 keZ

Remarque 2.3. Attention! Au contraire de ce qui se passe concernant le spectre 5 d’une suite

s € 1&(Z), le spectre d’une suite s de [2(Z) est une classe de fonctions, non une fonction, donc n’a

pas de définition ponctuelle (5(wg) pour une valeur spécifique de wp n’a aucun sens!).

13C’est au mathématicien frangais Marc Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), dont d’ailleurs
on connait tres peu de la vie, que revient en 1799 l'intuition de la formule qui porte son nom;
la formule de Plancherel concerne plutot, elle, la théorie relative a la transformation intégrale de
Fourier (point de vue continu, que I’on verra lorsque nous envisagerons la transformation de Fourier
agissant sur L%(R"), et non, comme ici, dans un cadre discret.
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Contrairement & ce qui se passait dans le cadre de I}k(Z), la convolution n’est plus
une opération interne sur I%(Z) (K = R ou C). Cependant, du fait du théoréme de
Young dans le cadre discret (théoreme 4.3 du cours de théorie de Iintégration de
I'UE MHT512), on a le résultat suivant. Si sy = (s14)kez €t s2 = (S2.4)kez sont deux
éléments de [%(Z), on peut encore définir leur convolution (sur le modele de ce que
l'on a fait pour définir la convolution entre éléments de I§(Z)) ; en effet, pour chaque
ke Z,

Z |51 [S2.0—1] < Z |s1,4]2 % Z |s2—1]> = [|s1]]2 X [|s2]l2,
I€Z I€Z €7

ce qui prouve que

81 % S2 1= < E 81,152,1@71)’C .
S

IEZ

est bien défini : ¢’est un élément de I°(Z) avec

|51 % 52]lo0 < |[s1]l2 [|s2]|2 -

On a toujours commutativité et associativité de cette opération, ey est élément
neutre, et Popération coincide (si on la restreint & I} (Z)) avec celle qui a été définie
dans le cadre ['.

Dans ce contexte [2, nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 2.4 Soit £ un opérateur linéaire continu de [%(Z) dans lui-méme tel
que, pour tout s = (s1,)xez € I2(Z), on ait'

L[(p_ro rez] = <£[s]k_ko>kez, Vko € Z. (2.9)

Sih = (hi)rez = Lleo], on a h € LE(T). De plus, pour tout s € I2(Z), on a
L[s] =sx*h €li(Z)

et

—

sxh=3xh (2.10)

(la derniere égalité étant entendue au sens des fonctions 2m-périodiques a valeurs
complexes définies presque partout). Réciproquement, si h € IA(Z) est tel que l'on

ait h € LX(T), Uopérateur

s+— FUs- R
est un opérateur linéaire continu de 12(Z) dans lui-méme, tel que L[eg] = h, se pliant
a la clause (2.9).

14Cette derniere condition (2.9) signifie que les parametres de I’appareil réalisant I'action £
sont immuables dans le temps. On dit qu’un tel opérateur linéaire continu £ est un filtre discret
stationnaire, ce dernier qualificatif rendant précisément compte de I'immuabilité dans le temps des
parametres de ’appareil réalisant ’action du filtre.
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Preuve. Prouvons d’abord I’assertion directe. En utilisant la linéarité et la conti-
nuité de £), couplées avec la clause (2.9), on voit, si h = Lleg|, que

Vk € Z, E[s]k = Z Sithi_; = Z hise_; .

leZ l€Z

On a donc bien L[s] = s* h; on a affaire avec L[s] a priori a un élément de [X(Z),
mais de fait cet élément est dans [%(Z) puisque £ est supposé étre un opérateur de
[2(Z) dans lui-méme. La propriété (2.10) se montre en observant tout d’abord que
la continuité de £, combinée avec la continuité de F, permettent de se ramener au
cas ol les s sont tous nuls pour |k| > M, M étant un entier positif (on approche

(n)

ensuite s dans [%(Z) par ses versions « tronquées » s™ ol 5, = s si k] < n,

sén) = 0 sinon). Pour un tel s et pour tout N € N, on a
N N M
D (sxhpe™ = 30 (3 shg)e
k=—N =N =M

M:

sl< Z hy— le‘“’“)
I=—M
_ Z <Z By e =0 lew>

l=—M
M —
= Z slefilw( Z hkeﬂ'kw) (2.11)
I=—M k=—N-l

(grace au théoreme de Fubini applicable ici car les ensembles d’intégration sont finis
et a l'invariance par translation de la mesure de comptage). Comme

lim (w — Z h e_Zk“’) =h

N—)oo

(11‘) k=—N-I

pour tout [ € {—M, ..., M} (par continuité de F sur [4(Z)) et que

N
. —ikw) _ T T
iﬂo(wnﬁ E (sxh)e )-s*h,
L2(T) k=—N

on déduit bien de (2.11) en faisant tendre N vers 'infini et en prenant les limites
dans L(T) la formule (2.10). Comme ||L][s]||2 < C||s||2 pour tout s € I2(Z) (pour
une certaine constante C' > 0) parce que £ est continu de [%(Z) dans lui-méme, on
a

LB = —/ 5w h(w |2dw——/ D) [R(wW)]? dw
< s ||2—c2/0 5(w)P d

pour tout s dans [%(Z), donc pour tout § dans LZ(T); on en déduit

|ﬁ(w)|2 < C? pour presque tout w,
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donc que % est dans L¥(T), de norme 7] < C.

L assertion réciproque résulte de la continuité de F~! et du fait que l'opérateur
de LZ(T) dans lui-méme défini par multiplication par une fonction 27-périodique
mesurable essentiellement bornée par une constante C' est un opérateur continu de
norme inférieure ou égale a C. Le fait que l'opérateur ainsi construit se plie a la
clause (2.9) résulte du fait que la spectre de (sg_k,)r S’obtient en multipliant s par
la classe du caractere w —— e~ ¢

Remarque 2.4 : le vocabulaire des ingénieurs. Etant donné un tel filtre discret stationnaire

L, la classe de la fonction 27-périodique h (ot h = L]eg]) est dite transformée de Fourier du filtre,
tandis que la classe de la fonction 27-périodique

weR+— Z hyet
keZ

est dite fonction de transfert du filtre £. La classe Dy de |E|2 dans L (T) est appelée densité
spectrale de puissance du filtre £. L’énergie de L[s] s’obtient donc (via la formule de Parseval) par

1 / JUN
= — D (w)|s(w)]* dw .
2m [0,27]

125113

Exemple 2.1. Un exemple important de cette proposition est celui des opérateurs de la forme
s——sxh
ot h = (hy)kez est un élément de l}C(Z). On remarque en effet dans ce cas que 'opérateur
Ly :s€li(Z)— F ' h-3

est bien continu de [%(Z) dans lui-méme et que Lpleg] = F ~1[h] = h; la convolée de s et de
h (considéré comme élément de I%(Z)) est donc bien dans I2(Z) et on définit ainsi un opérateur

continu de [2(Z) dans lui-méme.

Tous les résultats établis dans cette section en dimension 1 se transposent naturel-
lement, exactement comme nous I'avons vu a la fin de la section 2.2.2 (par exemple,
dans le cas n = 2, mémes définitions pour le spectre et pour la convolutions de deux
tableaux dont I'un des deux a un spectre dans L¥(T?) que les définitions (2.5), (2.6)
et méme formule (2.7)).

2.3 Transformation de Fourier sur les espaces de
fonctions 27r-périodiques

On note toujours K = R ou C. Les deux espaces qui vont nous intéresser dans
cette section sont les K-espaces de Hilbert L% (T) et les K-espaces de Banach L (T)
(le premier K-espace vectoriel s’injecte ici continuement dans le second, alors que
l'on avait I (Z) C I%(Z)). On rappelle que, si p € [1,00], la norme || |1, est définie

par
. 1
b= 0)P do .
Iy =57 | 170)

Ces définitions peuvent bien sur étre étendues au cadre multidimensionnel, avec la
définition des K-espaces de Banach LE (T™), avec leur norme définie par

. 1
fIIz ::—/ FO)do,
1710 = gy ([0’%[)”! (0
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mais, pour simplifier les choses ici, nous nous limiterons essentiellement dans cette
section au cas n = 1.

2.3.1 La transformation de Fourier sur LZ(T)

On notera a partir de maintenant

=5 [ @R a0

le carré de la norme hilbertienne d’un élément f du K-espace de Hilbert LZ(T), f
étant un représentant de la classe f.

On a vu dans la section 2.2.3 que 'application F (prise de spectre ou transformation
de Fourier) transformait les suites (si)rez de (3(Z) de maniere isométrique en les
éléments 5 de LA(T). L’application inverse F ! est I'application

2m
FU o f e LA(T) — (i/ f(e)eik"de) . (2.12)
21 Jo kEZ

Comme on I’a vu deés 'introduction de la transformation discrete (proposition 2.1),
le principe de I'inversion de la transformée de Fourier est, du point de vue algébrique,
celui qui consiste a remplacer un certain opérateur (de matrice M dans le cas de la
transformation de Fourier discrete) par l'opérateur « conjugué » (de matrice M &
une constante pres dans le cas de la transformation de Fourier discrete). Suivant ce
principe, puisque F ! : LA(T) — [%(Z) est définie suivant le mécanisme (2.12), il
est naturel de définir la transformation de Fourier 7F : LZ(T) — [A(Z) suivant le
mécanisme

keZ

27
TF=F71:feLiT)— <%/0 f(e)e—ikade) . (2.13)

Le nombre )
. 1 4 .
en(f) = %/O f(0)e ™9, k7,

(qui est appelé k-éme coefficient de Fourier compleze de f ) représente le produit sca-
laire (ou plus concrétement la « corrélation ») entre f et ’harmonique fondamentale
ér de période 27, classe de :

g — e keZ.

Remarquons que les seules fonctions oscillantes élémentaires sur R du type

avec w € R qui soient 27-périodiques sont précisément les fonctions
0 — et kel

et uniquement celles-ci. Le dictionnaire (dénombrable) D constitué de classes de
ces fonctions est bien LE dictionnaire de toutes les classes de fonctions oscillantes
élémentaires de la forme t —— €' qui soient 27-périodiques. Calculer le spectre
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d’une classe de fonction 2m-périodique f € LA(R/27Z), c’est chercher & exprimer
f suivant précisément ce dictionnaire, ce aux fins de reconnaitre en f une certaine
combinaison de fonctions oscillantes élémentaires 5. Ceci revient & calculer la liste
des coordonnées ((f, éx))rez de f dans la base hilbertienne (é;)xez de LA(T) (voir
I'exemple 1.4).

Définition 2.3 On appelle spectre (complexe) d’un élément fe LA4(T) la suite
(ex(Nrez = ({f s é)rez € 1B(2)

de ses coefficients de Fourier. L’application T F de prise de spectre est une isométrie
bijective entre ces deux espaces, 'inverse étant 'application

(TF)=F :(si)rez — (9 — Zskeik9> :
=

ot la convergence de la série Y., sxe™*() est entendue au sens de la norme || ||z,
sout
N

f= lim (9»—> 3 ck(f')eik">. (2.14)
220 k=—N

Remarque 2.5. Le fait que 7F soit une isométrie (ce qui correspond toujours & la conservation
d’énergie apres prise de spectre) nous assure que si fi et fo sont deux éléments de L2(T), alors :

27
L hOR@ 0 =Y lfelh). (2.15)

2T
0 kez

C’est la version « dupliquée » de la formule de Parseval (que nous avons en fait déja rencontré en
2.8).

Pour f € LA(T) et N € N, le polynéme trigonométrique

N

SN[f] 10— Z ck(f)eikg

k=—N

est appelé N-ieme somme partielle de Fourier de f Du point de vue de la géométrie
hilbertienne, sa classe est la projection orthogonale de f sur le sous-espace vectoriel
engendré par les harmoniques fondamentales ¢, —N < k < N, de représentants

ep 10— e k=—_N, . N.

On remarque, si 'on pose
. 1 2
ap(f) = — f(0)cos(kf)dh, ke N

™ Jo

21
be(f) = %/0 f(0)sin(k6) df, k € N*,

I15]] est intuitivement évident que cette prise de spectre n’est sans doute pas la chose la plus
intelligente a tenter lorsqu’il est manifeste que f ne s’exprime pas naturellement dans le dictionnaire
D ; pensez par exemple a la fonction obtenue en 27-périodisant une fonction pic telle la fonction
Je, avec € petit, définie par

1 t2
ge(t) == 2 exp ( - ﬁ) -
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on peut réécrire

Sn[f](0)

(ak ) cos (k) + by (f) sin(k9)> , VO eR. (2.16)

Ces remarques nous conduisent a la définition suivante (dans le cadre réel cette
fois) :

Définition 2.4 On appelle spectre (réel) d'un élément f € LA(T) la liste des sca-
laires (ao(f), (ar(f), be(f))k>1). Pour tout f € LE(T), on a

f = lim (0 — %f) + XN: (ak(f) cos(kB) + be(f) sin(k9)>> ; (2.17)

N—oo
LZ(T) k=1

de plus

I£11% = @), 1 ZII (ar(f), bu (NI

Preuve. Les assertions complétant cette définition sont de simples transcriptions
des assertions de la définition 2.3 via la rééeriture 2.16 et les relations ag(f) = 2¢o(f)

et ap(f) +ibe(f) = 2cx(f), ar(f) — ibp(f) = 2c_i(f) sik > 1. <

Les formules d’inversion (2.14) et (2.17) sont a la base méme de ’analyse de Fourier
des signaux périodiques!'®. Tout ceci se transpose bien siir au cadre multidimension-
nel.

2.3.2 La transformation de Fourier sur L (T)

Si K = R ou C, le K-espace de Banach L (T) contient strictement (comme K-
sous-espace fermé) le K-sous-espace L% (T) ; I'injection du K-espace de Hilbert Lz (T)
(équipé de sa norme || ||72) dans Li(T) (équipé de sa norme || ||11) est d’ailleurs
une injection linéaire continue. L’action de la transformation de Fourier, définie a la
section précédente sur LZ(T), s’étend de fait au cadre élargi qu’est celui du K-espace
de Banach L (T). L’aspect hilbertien sera toutefois perdu et 'on ne pourra donc
plus en profiter dans ce cadre élargi.

Si f est un élément de LL(T), on peut toujours définir la suite (cx(f))rez de ses
coefficients de Fourier complexes :

1 2

o

an(f) = fO)e™ag, ke,

quand bien méme on ne peut plus interpréter ces nombres comme des produits
scalaires entre deux éléments d'un C-espace de Hilbert.

16Crest L’idée de base du mathématicien frangais Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830),
sur laquelle repose 1’étude des phénomeénes physiques oscillants, qu’en un sens a préciser,
tout phénomene physique 1-dimensionnel T-périodique se réalise comme un empilement de
T-harmoniques fondamentales complexes (resp. réelles), affectées de coefficients correspondant
précisément aux coefficients de Fourier complexes (resp. réels).
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Définition 2.5 On appelle spectre (compleze) d'un élément f € LL(T) la suite
(Ck(f))kez de ses coefficients de Fourier. L’application T F de prise de spectre est
une application linéaire continue de LL(T) dans Uespace de Banach I2°°(7) des suites
de nombres complexes tendant vers 0 & Uinfini 17, équipé de la norme uniforme.
Cette application prolonge Uapplication TF : LA(T) — I2(Z) de la définition 2.5.

Preuve. On a immédiatement

St;plck(f)l <1 £l (2.18)

Pour tout k& € N*, on introduit (comme dans I'exemple 1.10) la classe Wy, de L (T),
de représentant la fonction polyndmiale trigonométrique

k
( 14cosf >
2
14cosu k .
f[fﬂ',ﬂ[ ( 2 ) du

D’apres la proposition 1.13 appliquée avec 'exemple 1.10, on peut, étant donné
€ > 0, choisir k. € N* assez grand pour que

0 — 27

. per

If = f * Ty,

< E€.

Or, si k. est ainsi fixé, la classe
. per

f*\ijke

a pour représentant une fonction de la forme

ke
0 — Z crea(f)e™

_k”l

et 'on vérifie immédiatement que 'on a

. per

en(f x W) =0

pour |k| > k.. On a donc

. per

VkEZ, |en(f)l = lex(f — f % Vi)l <e.

Ceci prouve bien

lim e (f)] =0
|k|—+o00
et donc le fait que l'opération 7F de prise de spectre réalise une application C-
linéaire de L&(T) dans Pespace de Banach I2°(Z), sous-espace fermé de 12°(7)
constitué des suites tendant vers 0 a l'infini. La continuité de la prise de spectre
complexe résulte de la majoration 2.18.

17Cette propriété, pour la suite (cx(f))rez des coefficients de Fourier d'un élément de LL(T), de
tendre vers 0 & I'infini, est la version discrete du lemme de Riemann-Lebesgue.
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Remarque 2.6. Attention! La transformation de Fourier 7F : L{(T) — I 0(Z) nest malheu-
reusement pas surjective : pour le voir, anticipons un peu le cours et prenons par exemple la suite
(uk)rez de 127°(Z) définie par

1
—,sik>2
tlogk

Up = OSIkJ:—l,O,l

—— sik < -2,
ilog | k| SIS

%l existait f dans LE(T) tel que up = e (f) et que on introduise la fonction (nécessairement
continue et 2r-périodique puisque f € LE(T) et que co(f) = 0) définie par

0
:/ flwdu, 0 eR,
0
on vérifierait par intégration par parties que, pour tout k tel que |k| > 2,

2
/ F(0)e ™" dp =
0

1 e~ th02 1 . 1
27r{ ©) fik}o 77 ) = g

Mais la série de Bertrand [1/(plog p)],>2 est une série divergente'®, alors que le théoréme de Féjer
version locale (que nous verrons plus loin, théoréme 2.3) nous indique que

NEIJIrloo(CO NZ Z |k\10g\k|) F(0)=0.

1
21

o (F) =

k£-1.0,1
Or, comme
- 1 n—-4o0o
——— ~ 2log(logn) — 400,
2 Wlogle] ~ 21odo)
k#—1,0,1
on a
1 n
lm (- o) =~
N NZ _Z |k|log|k| >

k;é 10,1

ce qui est contradictoire.

Comme dans le contexte discret (propositions 2.2, 2.3, 2.4), la transformation 7 F
transforme I'opération de convolution 27-périodique entre éléments de L¢(T), définie

en (1.28) par le fait que f i g a pour représentant

1 1
0 — Py f(0—u)g(u)du = Py f(u)g(@ —u)du p.p.,
(0,27 T J{0,2x[
en multiplication terme a terme au niveau des spectres. On a le résultat suivant :

Proposition 2.5 Soit fi et fo deuz éléments de LL(T). Pour tout k € Z, on a

per

(fl * fz) = Ck(fl) X Ck(f2)
Preuve. On a

per

(f1 * f2) = %/0% (% O% fi(u) f2(0 — ) du>€ﬂ-k9d9

18Voir par exemple le polycopié du cours de MHT401.
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1 27 27 h(0—u) "
= — filu / fa(0 —u)e”™7Wd0 ) e du
472 J,o i )< 0 2( ) )
1 2m ] 2 ]
= _— f u eilku f 0 eilkede du
472 J, 1(w) ( 0 2(0) >

= Ck(fl) X Ck(fQ)

(le théoréeme de Fubini permet de passer de la ligne 1 a la ligne 2, puis vient le
fait que I'exponentielle échange addition et multiplication, enfin pour finir on utilise
I'invariance de la mesure de décompte par translation). <

Pour envisager la restitution de f a partir de la connaissance des coefficients de
Fourier ¢x(f), k € Z, on peut par exemple utiliser la propriété (proposition 1.13 et
exemple 1.10) :
f=lim (f % @),
k—oo

Lg(T)

ou

(Hc_os@)k I=k

2 1 *

\I/k:6|—>27r & = E ’}/kJGZle,kEN.
f[_ﬂ al (@) du 1=k

On remarque en effet, grace a la proposition 2.5, que ’'on a

per .
* Uy = E Yeaci(f) ér,

I=—k
ce qui nous permet d’affirmer
k
kl{ffoo Hf - Z Yeacr(f) éle =0. (2.19)

l=—k

On dispose ainsi d'un procédé « en deux temps » pour « reconstituer » f a partir
de la connaissance de son spectre complexe : pour rendre 'erreur d’approximation
assez petite, il faut commencer par fixer k assez grand, puis, ce choix étant fait,
former la classe du polynome trigonométrique

0 — Z Yeacr(f) e .

l=—k

Un tel procédé s’appelle un procédé taubérient®.

Bien sur un résultat idéal au niveau de linversion de la transformation 7 F
LL(T) — I2°(Z) aurait 6té

lim Hf— ﬁ: ck(f)e_ikeu =0.

N—+00 T71
k=—N

197,a terminologie fait référence au mathématicien austro-hongrois Alfred Tauber, né en 1866 et
mort en déportation autour de 1942, qui a introduit ce type de procédé pour « resommer » des
séries divergentes.
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Mais il se trouve que ce résultat est FAUX en général pour f € LL(T)!%. Nous y
reviendrons dans la section suivante et verrons comment rectifier le tir.

Il est un cas particulier important ou l'inversion de la transformation de Fourier est
immédiate (vous avez surement croisé 'exemple 2.2 qui l'illustre dans le cours de
L2 sur les séries de Fourier) :

Proposition 2.6 Si f est un élément de Li(T) tel que la suite (cx(f))rez soit dans
I&(Z), un représentant de f est donné par la fonction continue 2m-périodique

o0

0— Y al(f)e, (2.20)

k=—o00
la série ci-dessus étant normalement convergente sur R.

Preuve. La convergence normale de la série (2.20) est immédiate; la suite (cx)rez
est aussi un élément de [A2(Z) et f est aussi la limite dans LZ(T) de la suite des

classes N
(X alher), .

k=—N

(puisque D'injection de L2(T) dans LL(T) est continue). La classe f est dans L2(T)
et, d’apres le fait que 1'on puisse extraire d'une suite (S N)Nen convergeant dans
LZ(T) une sous-suite dont les représentants convergent presque partout (avatar du
théoreme de Riesz-Fisher, voir la proposition 4.6 du cours de théorie de I'intégration),
un représentant de f est bien la fonction 27-périodique continue

La proposition est démontrée.

Exemple 2.2. Un exemple majeur d’application de ce résultat est celui ou f est la classe d’une
fonction 27-périodique continue et C' par morceaux, c’est-a-dire telle qu'il existe une subdivision

aw=0<a1<ax<...<an =2m

de maniere & ce que la restriction de f a chaque segment [a;, a;4+1], j =0, ..., N—1, soit de classe Cl.
Alors, on vérifie facilement en écrivant (grace a des intégrations par parties sur chaque [a;, a;1],
pour k € Z*,

. @541 ,
omen(f) = / f(0)e=* dg
j=0 "%
N-1 —ik6 ) a;
e aj+1 1 i+l i
- (o=l g ), roew),
jZO J a;

20Ceci est cependant vrai dés que que f admet un représentant dans L%(']I‘), en vertu de la formule
(2.14) établie a la section 2.3.1 et du fait que la convergence dans L%(']I‘) implique la convergence
dans LL(T), ce qui complique singulirement le probléme pour exhiber un contre-exemple. En fait,
on peut exhiber un élément f de LE(T) tel que la suite de fonctions (Sn| f]) ~ez diverge presque
partout sur R; on ne peut donc extraire de sous-suite convergente presque partout, ce qui aurait
6t6 le cas si la suite (Sy[f])n>0 avait convergé vers f dans LL(T) (proposition 4.6 du cours de
théorie de l'intégration MHT512). Pour voir comment effectuer cette construction (subtile), voir
par exemple le livre d’Y. Katznelson, An introduction to harmonic analysis, John Wiley and Sons,
1968, pp. 59-61 (voir aussi les exercices p. 50 du méme ouvrage). Cette construction sort du cadre
du cours, mais il était utile de mentionner le résultat.
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que
(ik)er(f) = crl9),

ol g est définie par g(f) = f'(#) sur R privé des a; +27Z, j =0, ..., N. Comme ¢ est dans LA(T), la
suite (cx(9))rez est dans [2(Z) et la suite (cx(f))rez est dans [L(Z) grace & linégalité de Cauchy-
Schwarz (comme produit terme & terme de deux éléments de [2(Z)). La proposition 2.6 s’applique
ici et 'on peut affirmer que

la série de fonctions au second membre étant normalement convergente sur R.

On termine cette section en disant deux mots du cas réel, ou la notion de spectre
est plus mal commode a gérer (on préferera de loin a travailler, méme lorsque 'on
a affaire & des éléments de LL(T), avec le spectre complexe en pensant ces éléments
comme des éléments de LZ(T)).

Définition 2.6 On appelle spectre (réel) dun élément f € LL(T) la collection
(ao(f), (ar(f), bk(f))keN*> de ses coefficients réels :

wlh) = 2 0)coske) db . k€N

™ Jo

27
be(f) = %/0 f(0)sin(k6) df, k € N*.

On a kh? (ax(f), bi(f))|| = 0. Cette application prolonge Uapplication T F
L2(T) — [2(Z) de la définition 2.4.

Le point important a retenir concernant la transformation de Fourier réelle et sa
relation avec la transformée de Fourier complexe est la double écriture des sommes
partielles de Fourier

_ aoéf) + Z(Gk(f) cos(kO) + by, (f) sin(k#)), YN > 1.

k=—N k=1

et toujours les relations ax(f) + ibk(f) = 2¢k(f), ar(f) — ibk(f) = 2c_x(f) si k > 1.
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2.3.3 Les théorémes de Dirichlet et de Féjer

35

251

F1G. 2.1 — Graphes sur [—7, 7| de Dy /27, N =1,5,10
Si f est un élément de Lg(T), il est facile d’exprimer Sy| f] comme la convolée
2m-périodique de f et d'un certain noyau (dépendant de N); on a en effet :
k=N

Vo € R, Snf1(0) = Z (2L 27rf(u)e—ikudu> oik0
T Jo

27 r k=N

=/ (u) | — 69“)]du

27 r 1 N
= / f(u) 2W(2Re<;e’k9 ”)> 1)} du
M1 1 — et(N+1)(0—u)
o [ s (e [ )

r (N+1)(0—u)
1 (N(t—w) w) Sin ~—————~
= — 2R, —2 | —1])|d
ofwr( o[ 2 g 1)
3

2

2r r 2 cog NO=v) i) N+ (0—w)
et u —_— 2 2 - du
0 f( ) | 2m sin % )}
1
— L[ Dy - wdu, (221)

ol Dy est la fonction continue 27-périodique continue définie par

b= sin(N + 1)6
Dy(®)= 3 =1 an?
2N +1si60=0mod. 27.

si 6 # 0 mod. 27
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Cette fonction Dy, dont nous avons représenté le graphe pour diverses valeurs de
N (N =1,5,10) sur la figure 2.1, est appelée noyau de Dirichlet (d’ordre N)*'. Ce
graphe sur [—m, 7] présente un lobe central et des lobes latéraux ; on remarque que
I'intégrale sur [—m, 7] de la fonction Dy vaut 27, mais que cette fonction Dy n’est
pas positive, ce qui représentera, on le verra plus loin, un handicap important : la
norme || Dy || tend vers 400 lorsque N tend vers l'infini!

Reprenons maintenant K = R ou C. On peut donc écrire, pour tout f € Li(T) :

. . per

Snlfl=f % Dy. (2.22)

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant dans le cadre L (T) :

Théoréme 2.1 (Théoréme de Jordan-Dirichlet) Soit f € LL(T) et 6y € R, 1 €
K deux scalaires tels que

/”\f(90+u)+f(90—u)—2l|

Jul

du < +o00. (2.23)

alors

lim  Sy[f](6e) = 1.

N—+oco

Remarque 2.7 et rappels de L2. Il s’agit ici d’un résultat de nature tres différente de ce que nous
avons fait jusque 13, & savoir un résultat local. On en connait depuis le cours de L2 ?2 'application
majeure : si f a un représentant f présentant une limite & gauche (f(6p — 0)) en Oy ainsi qu’'une
limite & droite (f(fy + 0)) en ce méme point, alors on peut affirmer que

Jimswlflen) =1 =0 +160 +0)

a condition toutefois que soit remplie la clause de sécurité suivante :

Le graphe de f présente des demi-tangentes a gauche et a droite respectivement
aux points (g, f(0o — 0)) et (6o, f(6p + 0)).

Si tel est le cas, on peut écrire en effet, dans |0, €] avec € > 0 assez petit

f(Bo+u) = f(6o+0)+uf'(fo+0)+up(u)
fllo—u) = f(6o—0)—uf'(6o—0)+up(u)

ol ¢ et 1 sont des fonctions bornées sur ]0, €], et par conséquent

|f (0o +u) + f(0o —u) — (f(6o — 0) + f(fo +0))|

Jul

=[f"(60 +0) — f'(o — 0) + o(1)| < ¢

pour une certaine constante ¢ > 0; la clause (2.23) est donc bien remplie et 'on a dans ce cas

2La terminologie fait référence a I’analyste et théoricien des nombres allemand Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) qui U'introduisit et le manipula en 1828.

22Voir le polycopié du cours de 'UE MHT401, en ligne sur :
http ://www.math.u-bordeaux1.fr/~yger /mat401.pdf
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Preuve. On écrit, en utilisant la formule (2.22) en 6y, la parité de Dy et le fait que
Dy soit d’intégrale 27 sur [0y — 7, 0 + 7],

Slfltn) ~1 = 5= [ (=) = DDx(u) du
_ % 0”(;’(@0 +u) + (B — u) — 20) Dy (u) du
1 [Tt w)+ fO—w)—2A  u 1
= o ), u sin(u/2) sin | (N -+ 5 Ju du.

La fonction

fOo+u)+ f(Og—u)—21 u
u sin(u/2)’

U — XJ0,n] (u)

prolongée par 2m-périodicité, définit (du fait de I'hypothese (2.23)) une classe de
Li(T) et 'on conclut avec le lemme de Riemann-Lebesgue mentionné dans les
définitions 2.5 et 2.6. <

Ce résultat est vraiment un résultat local ; pour nous en convaincre, voici un exemple
troublant.

On considere la fonction 27-périodique ¢ définie par

o0 ={o50 ot (221

Cette fonction définit un élément de LL(T).

F1G. 2.2 — Phénomene de Gibbs pour ¢ avec N =10 et N = 25

Sur la figure 2.2, voici ce que l'on observe, en tragant les graphes de Sig[¢] (en
trait plein) et So5[| (en pointillés) : lorsque N augmente, il y a un phénomene de
« rehaussement » de la fonction ¢ (lorsqu’on tente de 'approcher par Sy[¢]) avant
la singularité en 0 et d’« affaissement » passée cette singularité; 'amplitude de ce
phénomene ne fléchit pas lorsque N augmente, c’est ce que I'on appelle un effet
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d’aliasing; c’est le phénomene de Gibbs®, qui refroidit ici nos espoirs d’approcher
dans L (T) la classe f par la suite (Sy[f])n>o-

Pour tenter une parade, nous allons « couper en douceur » les composantes « hautes-
fréquences », c’est-a-dire les contributions a f des

O e* |k > N.

On envisage pour cela

N

Tx[f] : 0 — Z (1_%)&1@9

k=—N

que 'on appelle la N-iéme somme de Féjer 2* de f Reprenons ici les calculs de
trigonométrie que nous avons fait pour exprimer Sy[f] en terme d’une convolution
2m-périodique avec le noyau de Dirichlet (formule (2.22)). On a :

k=N—-1 o
voeR,  TWflO) = > N%“f'(% / f(u)e—z‘kudu> ko
k=—(N-1) 0
— 1 o 1 ~ ik(0—u)
- N/o fu) {%kg;_luv— k)@ }du
1 27 1 N-1 o
= N/o f(u) [%<2Re(;(]\f—]€)e k(6 )) —N>] du

Or, pour € réel et non congru a 0 (modulo 27)

9Re ( E_:(N - k:)ei’“‘g) N =N&y_,(0) - dile[\pN_l(e)]

avec

N-1 sin {(N — %) 9]
Oy_1(f) :=2Re [Z e"kﬂ —-1=
k=0 2
(voir le calcul du noyau de Dirichlet Dy_; fait précédemment) et

N-1 i
Un_1(0) :=2Im [Z eike] = 2Im |:1——6N9:|

1 —et
k=0

[ (V=16 sinNTa
= 2Im (e 2 3

S1n 5
i NO
Sin b

(N-1)0
2

sin

2 sin

9
2

23H. Wilbraham 1'observa en 1848 et c’est Josiah W. Gibbs (1839-1903) qui I’analysa; ce n’est
pas réellement une surprise, mais c’est, on le verra, un défaut qui entache 'opération consistant a
« couper » les hautes fréquences (par exemple lors du « repiquage » de vieux enregistrements).

2 Cette idée a été introduite en 1900 par le mathématicien hongrois Lipét Féjer (1880-1959).
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1.8

16 q

14r b

12r b

F1a. 2.3 — Graphes sur [—7, 7] de Ky /27, N =5,10

On a donc, toujours pour 6 réel et non congru a 0 (modulo 27)

d sin (N— %) +sin§
—[Un_1(0)] = NOPy_1(0)—
O] = Vo0 Tt
cos%(cos%—cos[(N—%)@])
a 251n2§
cos(NO) — 1
= NOy 1(0)+ ——————
n-1(0) + 251n2g
sin? ¢
= Noy_,(0) - =
n-1(0) sian
Finalement, tous calculs faits, on trouve
Tnlf] = £ % Ky
avec
Y 1 (gin%")Q ,
k 4 — si @ #£0 (mod 27
Kn(0) := Z < —%) e =¢ N \ sin 70 )
h==N N si 0 =0 (mod 27).

79

(2.25)

Ce nouveau noyau Ky, dit aussi noyau de Féjer est toujours d’intégrale 2w sur
[0, 27], mais a cette particularité essentielle qui le différencie du noyau de Dirichlet
qui est le fait d’étre positif. Pour les valeurs de N = 5, 10, on a représenté sur la figure
2.3 les graphes des fonctions Ky /27 ; on remarque que, a valeurs de N égales, le lobe
central est plus « enflé » qu’il ne I'est pour le noyau Dy de Dirichlet. Mais encore
une fois, le phénomene le plus frappant est la positivité du noyau K. Si l'on utilise
la suite (Ty[f])n>1 pour approcher un élément de Lk (T) (comme Pélément ¢ défini
en (2.24)), on voit cette fois que 'approximation, méme si elle est plus lente, n’est
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plus cette fois entachée du phénomene de Gibbs; ¢’est ce que I'on voit par exemple
sur la figure 2.4, ot nous avons approché par la suite des classes (Ty[¢])n>1 la classe

@.

F1a. 2.4 — Graphes sur [—7, 7| de T[], N = 5,10
Théoréme 2.2 (théoréme de Féjer, version L') Pour tout f € LL(T), on a
Jm = Tx[f]llra =0,

soit encore

N

- i (0r— 25 wh(1- ). (2:26)

Remarque 2.8. Il est clair que la formule (2.26) constitue la bonne formulation pour l'inversion
de TF : LL(T) — 1>°(Z). Contrairement au procédé taubérien en deux temps (2.19), il s’agit 1a
d’un procédé en un temps. Pas tout a fait cependant si 'on pense a un procédé depuis les sommes
Sn[f], puisqu’il est immédiat de constater que la N-iéme somme de Féjer

~ Solfl + -+ Sn-1lf]
N N

T [f]

est obtenue & partir de la suite des sommes partielles de Fourier (Sg[f])x>0 par le procédé (lui

aussi taubérien) de Césaro.

Preuve. On écrit, en utilisant le fait que Ky est d’intégrale 27 sur [—m, 7] et la
formule (2.25), puis le théoreme de Fubini-Tonelli :

£ =Tl = o= [ |5 [ (1000 = 510 — ) Knlsiw) | ao
1 [ . .
< g [ 1F = = 0l ()] du
1 s

= If = f(-=w)lra Kn(u)du.

or J_
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C’est au passage de la ligne 2 a la ligne 3 qu’intervient de maniere cruciale la
positivité de Ky (ceci ne marcherait pas avec Dy en place de Ky). Comme on
I'a vu dans le cours de théorie de l'intégration (lemme 4.1 du polycopié de 'UE
MHT512, transposé ici du cadre de R™ au cadre périodique de T™ avec n = 1, ce qui
ne pose pas de difficulté), quelque soit € > 0, il existe n > 0 tel que

lull <n==IIf = f(- = w)llza < €/2.

On peut donc poursuivre nos majorations :

1= Twlflles < = / Ko (u)du + 171z (w2,

ar TN Jycu<r N sinu/2
e [T [EAlE 1
< — | Kyd :
R e
< e/2+”fHT’1 <e/2+¢/2=¢

N (sin(n/2))?
des que N est assez grand. Le résultat est démontré. <

Remarque 2.9. Du point de vue pratique, ’approximation de f par les sommes de Féjer (lorsque
Pon se soucie de « couper » les composantes « hautes-fréquences ») a le défaut d’étre trop lente
(cela tient au fait que le lobe central du graphe du noyau de Féjer K est trop « enflé »). Si I'on
veut profiter du fait que celui du noyau de Dirichlet ’est beaucoup moins (mais que 1’on veuille
éviter I’écueil du phénomene de Gibbs), on imagine un noyau construit & partir de celui de Dirichlet
de maniere a récupérer presque la positivité sans perdre trop relativement a 1’étroitesse du lobe
central. La solutions proposées :

HmN(Q):OéDN(H)q_l;a(DN(Q_ 2m )+DN(9+ 2T ))

2N +1 2N +1

avec a = 0.54 (Hamming?®) ou a = 0.5 (Hanning 2°) sont les plus utilisées en pratique. On
approche f par les f o HQ)N, N tendant vers l'infini.

Signalons au passage qu'une preuve tout a fait identique a déja été conduite dans
le cours de L2 27 pour obtenir le résultat suivant, dans la lignée du théoreme de
Jordan-Dirichlet vu précédemment (théoreme 2.1) :

Théoréme 2.3 (Théoréme de Féjer, version locale) Soit f € Ly (T) et by €
R, € K deux scalaires tels que, pour un certain représentant f de f, on ait

u—04

Alors

N—+oco

Remarque 2.10 et rappels de L2. Dans le cadre élémentaire du cours de L2 ou I'on ne travaille
que dans le contexte de I'intégration au sens de Riemann, ce résultat se répercute au niveau des
fonctions 27-périodiques (définies cette fois partout, il ne s’agit plus de classes de fonctions) bornées
et réglées, c’est a dire ayant une limite a gauche et a droite en tout point. Comme limite uniforme

%Les travaux du mathématicien américain Richard Hamming (1915-1998) portaient principale-
ment sur 'informatique et les télécommunications.

26En référence a Julius Ferdinand von Hann (1839-1921), météorologiste autrichien, I'un des
pionniers de la météorologie moderne.

2"Voir le cours et le polycopié en ligne de 'UE MHT401.
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de fonctions en escalier, une telle fonction est intégrable au sens de Riemann. On peut donc définir
le spectre complexe (ci(f))rez et les sommes partielles de Fourier Sy [f] et de Féjer T (f), N € N.
On a, pour tout §y € R, en adaptant la preuve du théoreme 2.3 (la preuve est quasiment identique) :

f(6o+0)+ f(6o — 0)

Jim T(71(60) = 5 .

Preuve. On écrit, en utilisant la formule (2.25) en 6y, la parité de Ky et le fait que
K soit d’intégrale 27 sur [0y — 7, 6y + 7],

il 1 = o] [ ) - s

o—

= o] [0+ 16w - 2Kty

< o [ 1)+ 50— )~ 20 Kn)d
= 9r 0T U 0o—Uu N \U)au
1 T sin(Nu/2)\2
+27T—N/n |f(90+u)+f(90—u)—21|(—Sm(u/2) ) du
£l + 20 1
< usel[lolj)n]|f(60+u)+f(00_u)_2l|+m><N-

On conclut en fixant 7 assez petit pour que

sup |f(6o +u)+ f(Oy —u) — 2| <¢/2

u€(0,]

(e étant arbitraire), puis on choisit ensuite N, tenant compte du choix de 7, pour
que

: 2| 1
Hf”?;lj || « L oo
2msin®(n/2) N
Le théoréme est ainsi démontré. <.

Remarque 2.11. Si f est une fonction 27-périodique continue, la preuve ci-dessus, couplée avec
le théoreme de Heine 2® montre que

sup |f = Tn[f]] — 0
R

lorsque N tend vers l'infini, autrement dit, la convergence des sommes de Féjer vers f est uniforme.

2.4 La transformation de Fourier des classes de
fonctions intégrables sur R"

Nous allons dans cette section définir la transformation de Fourier sur L§(R", dx),
dxr désignant la mesure de Lebesgue. L’idée de base est toujours la méme : tenter
de « mesurer » quantitativement comment une classe f de fonctions intégrables est
globalement corrélée sur R aux classes d’harmoniques spatiales

(xl, ...,:En) — ez(w1x1+..-+wnxn) _ ez<a:,w> L wE R™

28Toute fonction 27-périodique et continue de R dans C est uniformément continue car on peut
la voir comme une fonction continue sur le compact R/(27Z) = T (avec la métrique quotient) qui
s’identifie topologiquement (et métriquement) au cercle unité de R?.
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(dites harmoniques temporelles si n = 1, t désignant dans ce cas une variable
modélisant le temps). Bien str, ces harmoniques ne définissent pas des éléments
de LL(R", dx) puisque ce sont des fonctions de module 1 qui ne sauraient donc étre
intégrables sur R™. Néanmoins, leur « corrélation » avec un élément f de Le(R™, dzx)
(inspirée de la démarche hilbertienne que 'on a conduit par exemple dans la section
2.3) a un sens puisque le produit d’'un élément f de L&(R™, dz) par un élément e de
LX(R™, dz) est une fonction appartenant a L£&(R™, dz), avec

el < A1 < Nlélloe -

2.4.1 Définition, exemples, et premieres propriétés

Définition 2.7 Soit f une classe de fonction mesurable et intégrable sur R™, a
valeurs complezes ; la transformée de Fourier (ou spectre) de f est par définition la

fonction f :w € R" —— C définie ponctuellement par

~

Wiy ooy W) 1= g)e Wit Tawn) oy
f( ) f(z)
Rn

f étant un représentant arbitraire de f .

Remarque importante 2.12. Si la transformée de Fourier d'un élément de L (R?, dx) est bien
définie sur R® = R?, il est important de se faire a I'idée que la copie R}, de R™ sur laquelle est défini
le spectre de f (copie dans laquelle nous conviendrons de noter w = (wy, ...,wy,) le point courant)

n’est pas la méme que celle (R?}) sur laquelle sont définis les représentants de f (copie ou 'on note,

pour bien marquer cette distinction, = (1, ...,2,) le point courant??). Cette derniere copie R”
est 'univers spatial sur lequel vivent les fonctions que 'on prétend traiter (on parle de « plan des
images » si n = 2, d’« espace des temps » si n = 1), tandis que la copie R” sur laquelle vivent les
spectres des objets est appelée, elle, « espace des fréquences ». On verra plus loin qu’il est naturel
de considérer I'espace R des fréquences comme le dual algébrique (R?)* de l'univers spatial R”.
On verra aussi (dans la section 2.4.2) comment il est physiquement concevable de « séparer » ces
deux copies dans le cas n = 2 en intercalant entre elles un mécanisme optique diffractant. La
derniere assertion (formule 2.28 de la proposition 2.7 & venir) constituera une premiere indication
de la relation entre transformation de Fourier et dualité*® en algebre linéaire.

Exemple 2.3 : un premier exemple basique (n = 1). Le spectre de la fonction caractéristique
X[a,p) d'un segment fermé borné de R est la fonction

b
) 1 . )
weER— / e—zwt dt = f(e—zwa _ e—zwb) )

a w
On remarque ici que

lim [X[,p(w)[ =0,

|w|—0
ce qui, on le verra, s’averera une propriété clef du spectre d’un élément f de L{(R™, dz) en général
(voir la proposition 2.7 & venir). Lorsque [a,b] = [-T,T], on trouve en particulier

. 2 .
X[-1,71(W) = " sin(wT'),

290u t lorsque n = 1.
30Voir le polycopié du cours de MIAS301, partie algebre, pages 31-36, disponible sur le site
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/coursalg.pdf
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et I'on voit apparaitre ici une fonction jouant un role tres important en analyse de Fourier, la
fonction sinus cardinal définie par

sin(mu/2)

sinc :u € R+——
wu/2

(c’est en général ainsi qu’elle est normalisée, ce de maniére & ce que son intégrale semi-convergente
sur [0, +ool vaille 1). Le spectre de toutes ces fonctions x[,5, notons le, n’est pas intégrable sur
R, ce qui s’averera un handicap (en relation avec la tranposition au cadre continu du phénomene

de Gibbs, comme on le verra dans la section 2.4.5).

Exemple 2.4 : un second exemple tres important. Lorsque n = 1, le spectre de la gaussienne

g :t— —t*/2

1
e
V2m
(qui est la densité de la loi normale N'(0, 1)) est la gaussienne w —— e=w*/ 2 résultat qui se répercute
en n variables (via le théoréeme de Fubini) sous la forme

(2= G 2) " = [ e (2.27)
T n

autrement dit, si I'on pouvait superposer les deux copies de R™ que sont R7 et R, on dirait que
la gaussienne convenablement normalisée

g 1z €R" — (2m)" /2 e~ ll=ll*/2
est un vecteur propre de la prise de spectre®!, ce avec la valeur propre (27r)"/ 2. Faisons le calcul

pour n = 132; on remarque, en appliquant le théoréme de dérivation de Lebesgue (théoréme 3.2
du cours de théorie de I'intégration, MHT512), que

1 2 .
weERr— glw) = 7/6_t /26_'“’-’tdt
g(w) 7 )
est de classe C!, de dérivée la fonction continue
wERFH— — €_t2/2£[e_i‘“] di = — i e—iwte—t2/2 tdt
Vor Jr

e—tz/Qe—iwt dt

_ ot [_e—t"‘/Qe—iwtro W
V2T —oco 27 Jr

= —wlw)

(on a utilisé une intégration par parties pour passer de la ligne 1 a la ligne 2). La fonction g étant
donc solution de 1’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre y'(w) = —wy(w),
on constate, en résolvant cette équation, que G(w) = g(0)e«"/2 —w*/2_ On rappelle que la
vérification du fait que g(0) = 1 se fait en remarquant (grace au théoréme de Fubini) que

R R R R2

= 271'/ e 2pdr = 21
0

= €

une fois I'intégrale double exprimée en coordonnées polaires. Le résultat 2.27 est donc ainsi démon-

tré.

310n verra plus loin, dans la section 2.5.3, 'importance de ce résultat qui explique, entre autres,
pourquoi les gaussiennes sont de bons candidats mathématiques pour modéliser les particules en
mécanique quantique.

32Ce calcul a déja été fait dans le cours d’intégration et dans les guides d’activités de ce cours pour
illustrer application du théoréme de dérivation des intégrales fonction d’'un parametre, théoreme
3.2 du cours de 'UE MHT 512.
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Exemple 2.5 : la distribution exponentielle symétrique. La fonction
Lo jar)—mfan
fiteR— on €

définit une densité de probabilité intéressante sur R™, la loi associée est appelée loi exponentielle
symétrique. On la retrouve par exemple (lorsque n > 1) dans les processus d’évolution spaciaux.
On vérifie immédiatement (en commencant par traiter le cas n = 1) que

n

Hl—i—w'

J=1

En effet

1 , 1 [t , , 1/ 1 1 1
L[ o ltlg—ivt gy — 7/ ( —(1+iw)t —(1—zw)t> di — 7( ) - '
2/]1@6 ¢ 2), \© te s\ diw "1/ T 142

La densité de probabilités sur I’espace des fréquences R, définie par
1\" 1
()it
T (1+w?)

(et qui est & une constante pres le spectre de la densité de probabilités d’un vecteur aléatoire

suivant une loi exponentielle dans R™) induit la loi de probabilité dite loi de Poisson®3.

Exemple 2.6. Dans le cas n = 1, une loi tout aussi importante est la loi exponentielle sur [0, co|
de parametre A > 0 : il s’agit de la loi de probabilité de densité la fonction définie presque partout
par

f)\(t) = )\X[07oo[(t)6_)‘t .

On la rencontre par exemple dans les processus de désintégration atomique. Le spectre de f)\ a
pour représentant dans I'espace des fréquences la fonction

A .
A+iw

0 .
W )\/ e WAL gt —
0

c’est un spectre complexe de par la dissymétrie de f\ comparée a la symétrie de la densité f

introduite a I'exemple précédent.

Proposition 2.7 Le spectre f d’un élément f de Lt(R", dx) est une fonctzon conti-
nue sur R™, tendant vers 0 & linfini 3*. L’application linéaire f — f est donc
une application linéaire continue (de norme inférieure a 1) du C-espace de Banach
Lt (R",dx) dans le C-espace de Banach C(R",C)y des fonctions continues de R™
dans C tendant vers 0 a Uinfini, autrement dit, on a || flloc < || fll. De plus, si A
est un R-isomorphisme algébrique de R™, on a

— 1

SAC) = rqea /A0, (229)

ou A = (AN désigne la transposée de linverse de A, soit la matrice duale® de A.

33Mathématicien frangais, Siméon-Denis Poisson (1781-1840), fut I'un des pionniers de la théorie
des séries et des intégrales de Fourier. Attention toutefois & ne pas confondre la loi de Poisson
a densité sur R introduite ici avec la loi discrete sur N* (dite aussi loi de Poisson de paramétre
A > 0), définie par P(X = n) = A"e~*/n! pour n € N.

34Cette derniere assertion est connue sous la terminologie de lemme de Riemann-Lebesgue;; c’est
la version continue du résultat établi lors de 1’étude de la transformation de Fourier sur I{.(Z) (voir
la définition 2.5).

35Si w1, ...,v, sont les vecteurs colonnes de A (exprimés dans la base canonique ej,...,e,) et
(v, .. 0)) la base duale de la base (v1,...,v,), la j-éme colonne de A’ représente la liste des
coordonnées de v} exprimé dans la base (e7, ..., e;,), base duale de la base canonique (e1, ..., e,) de
R™.
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Preuve. La continuité de f est une conséquence immédiate du théoreme de Le-
besgue (de continuité des intégrales dépendant d’un parametre) vu dans le cours
d’intégration (UE MHT512, théoreme 3.1) puisque, si f est un représentant de f,

[f@)e ] = | f()]
et que |f| € L&(R", dz) définit par conséquent un chapeau majorant intégrable.
L’inégalité R '
1fllee < 1111
est immédiate (le module de intégrale d’'une fonction est majoré par I'intégrale du
module de cette fonction). La formule (2.28) résulte de 'application du théoreme de

changement de variables (théoreme 3.5 du cours de théorie de l'intégration) :
1

A. —i(z,w) d _ —i(A7 Ly, w) d
[ ameea = 2 [ e y
1 < —1yt 1 -
e _7‘<y7(A ) ~U-)> d — A/'
(et A Jy T W) Y= e W)
En particulier, si € > 0, la transformée de Fourier de la fonction
B 1
T g (r) = ———e 26
(2m)men

est la fonction

w — exp(—€*w|*/2).
Cette gaussienne tend uniformément vers 0 (ainsi d’ailleurs que chacune de ses
dérivées partielles a tout ordre) lorsque [|w|| tend vers I'infini.

I nous reste a prouver que f(w) tend vers 0 lorsque ||w|| tend vers +oo (propriété
dite de Riemann-Lebesgue). Fixons n > 0 et une suite (ex)r>1 de nombres stricte-
ment positifs tendant vers 0. Puisque la famille (g, )r>1 réalise une approximation
de la masse de Dirac dans L} (R™, dz), on sait®® que, pour k assez grand

1 = Flloe < 1If = Jaulln < m/2, (2.29)

ou f,, a pour représentant la fonction

el [ —y)ge, (y) dy .

Fixons k € N* pour qu’il en soit ainsi. On peut calculer le spectre de .Ek en remar-

quant
/ ( / 9er (0) f(z = 1) dt)e’““’“” dr = / / 9o ) f(x — t)e %) dadt
" " R7xR"
e // g€k (t)f(x _ t)€7i<t7w> efi<x7t,w> d$dt
R xR"™

= / ggk(t)e‘“t’“”( f(z —t)e et da:) dt
n Rn

= / gEk<t)e*i<t’w>( f(x)e*“zwdx) dt = f(w) go(w) = flw) e Iel’/2
(2.30)

36Voir la proposition 4.10 du cours de théorie de l'intégration, UE MHT512; ce résultat a
d’ailleurs été rappelé (dans le contexte L2, ici nous Iinvoquons dans le contexte L') dans la
section 1.9.1 du chapitre 1 du présent cours.
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(la premiere égalité résulte de I’application de Fubini, la seconde de la propriété
clef de 'exponentielle échangeant addition et multiplication, puis vient finalement
Fubini une nouvelle fois et I'invariance de la mesure de Lebesgue par translation sur
R™) 37. On a donc

o~ _e2wli2
I fe(@) < | flly eI/,

d’ou il résulte qu'il existe, k étant ainsi choisi, un seuil Q(n, k) tel que
lwll = Qn, k) = [fe, (W) < n/2.

En combinant avec (2.29), on a donc

~

lwll > Qn, k) = [F)| < |If = forli + [Fo @) < n/2+n/2=17.

Comme 7 avait été choisi arbitrairement (puis k& fonction de 7), on a bien

lim | f(w)| =0

llwl| =400

et la proposition est ainsi completement démontrée.

Remarque 2.13. Nous avons choisi ici, par souci de cohérence avec la trame du cours, ou les
gaussiennes sont appelées a jouer un réle important, de démontrer la propriété de Riemann Le-
besgue en utilisant la régularisation par une approximation de la masse de Dirac du type (ge, )r>1-
Nous aurions pu aussi remarquer que la propriété de Riemann-Lebesgue (le fait que le spectre de
f tende vers 0 & I'infini) est satisfaite lorsque f est la fonction indicatrice®® d'un pavé fermé borné
[a1,b1] X ... X [an, by] (voir I'exemple 2.3). On sait que les classes des combinaisons linéaires finies
a coefficients complexes de telles fonctions indicatrices constituent un sous-espace dense £ dans
LL(R™, dzx). En utilisant le méme schéma de preuve que ci-dessus (f., dans (2.29) étant remplacée
par une approximation fn précisément dans £), on prouverait également le résultat.

Exemple d’application 4.7. En appliquant la formule (2.28), on voit que si m € R™ et o €
10, +00[™ le spectre de

1 1 1 = |z —m;|?
() s o (-3 el e
j=1

(loi d’un vecteur de variables aléatoires indépendantes X, avec X; de loi N'(m;,0;), j =1,...,n)
est

1 n
(W1, «ey Wy ) — €Xp (i(m, w) — 5 Za?w?) . (2.32)
j=1

On constate d’ailleurs sur I'exemple précédent un fait tout & fait général : si f est un
élément de L&(R™, dz) et m un vecteur de R™, alors le spectre de la classe translatée
f(-—m) est

~

[f(—m)] (@) = ¢ flw), v e R™. (2.33)

37Le calcul fait ici est un cas particulier d'un calcul plus général que nous ferons une fois plus
loin, en nous souvenant que fe, = f * g, -

380n préfere utiliser ici 1'épithete « indicatrice » plutot que « caractéristique » (souvent utilisée
dans le cours d’intégration) pour éviter la confusion avec la notion de fonction caractéristique d’un
vecteur de variables aléatoires réelles (voir plus loin).
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L’effet d’une translation de m dans I'espace R” se traduit donc (dans Iespace R")
par une modulation du spectre f par la fonction oscillante

W — eilmw)

Si maintenant inversement f est modulée par multiplication par la fonction oscillante

z € R — eifm)

n

, ,
", ce que l'on résume en

alors le spectre de f est translaté de m dans l'espace R
écrivant

[f'ei@’qu(w) — flw—m), Vw eR", (2.34)

Une incursion du co6té des probabilités. Puisque nous avons ici (en particulier
dans notre galerie d’exemples 2.3 a 2.7) fait souvent référence aux probabilités, il
est important de faire ici le lien avec une notion introduite dans le cours de théorie
de l'intégration (section 3.2.3 du cours de MHT512) ainsi que dans le cours de
MHTG601 : celle de fonction caractéristique d’un vecteur de variables aléatoires réelles
X = (X, ..., X,) définie sur un espace probabilisé (2,7, P); il s’agit, rappelons le,
de la fonction continue ®x : R® — C définie par 3

Dy (71, .y Ty) 1= / enXi@t+mXa W) g p(y) = E[e!X)]
Q
On remarque que, si la loi de X est une loi a densité f € Ly(R",dz), on a

Dy (1) = /Q e TX@ dp)y = [ fla)e ™ da = f(7),

Rn

d’otl l'intime relation entre les notions de transformation de Fourier sur L! et de
prise de fonction caractéristique d'un vecteur de variables aléatoires suivant une
loi & densité sur R™. Le concept de fonction caractéristique s’étend cependant aux
vecteurs de variables aléatoires de loi quelconque et non plus a densité, ce qui élargit
le cadre de la transformation de Fourier (méme si ici elle n’est envisagée que pour des
classes f de fonctions positives d’intégrale 1, comme c’est le cas pour toute densité
de probabilité). Notons deux reégles de calcul importantes : si Xj, ..., X,, sont des
variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, alors

n

V7 eR", Ox(r,...m) = [ [ Px, (7)) (2.35)
j=1
et
V1 e R,V)\ € Rn, (I)/\1X1+~~~+)\an(7_) = H(DXj<>\jT)7 (236)
j=1

toutes les deux conséquences de la mutuelle indépendance des X; et du fait que
I'exponentielle complexe réalise un homomorphisme entre (C, +) et (C*, x) :

Vz,we C, exp(z 4+ w) =expz X expw,

propriété algébrique dont on a tres souvent dans ce chapitre déja eu l'occasion de
souligner 'intérét majeur.

39 Attention ici! on ne peut plus utiliser w comme variable sur ’espace des « fréquences » puisque
w est ici réservé a I'indexation des évenements dans I’ensemble abstrait (2.
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T
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F1G. 2.5 — Réalisation de la transformation de Fourier optique

2.4.2 La relation avec 'optique

C’est un dispositif optique qui (lorsque n = 2) permet de réaliser comme une
transformation physique la transformation de Fourier; c’est en effet la diffraction
de Fraunhofer'® qui réalise de maniere optique la transformation d’une image 2D
en son spectre. Utilisons donc ici un instant le langage des physiciens. Supposons
qu'une onde sphérique monochromatique (\),

2 .2
(t,x,y,2) — aexp ( —iwt — ik +Y )
2d

(avec nombre d’onde k = 2mw/)\), convergeant a la distance d du plan diffractant
7 =20y = {z = 0} (voir la figure 2.5), éclaire un objet qui se trouve dans ce plan
diffractant et dont la transmittance en amplitude réalise une distribution d’image
(x,y) — I(z,y); alors (sous réserve que 'on puisse se placer dans le contexte ou
est valide la regle d’approximation dite « des petits angles »), 'amplitude diffractée
dans le plan de convergence £Un vaut

E+n
2d

Qaifiract (£, 1) = a exp <ikd —wt + 1k

— )I(gk/d, nk/d). (2.37)
Cette formule montre donc que le mécanisme de diffraction de Fraunhofer réalise
optiquement la prise de spectre d’une image, a savoir ici I'image I dont le spectre se
lit a l'aide de la formule (2.37) & partir de 'amplitude lumineuse diffractée agiract
(on constate en particulier que le module de 7 correspond en particulier au module
de amplitude diffractée). Cette interprétation « physique » de la transformation de
Fourier expliquera le principe de conservation d’énergie (que matérialisera la formule
de Plancherel) que nous énoncerons dans la section 2.5.2.

40Mise en évidence et étudiée par Joseph von Fraunhofer, opticien allemand (1787-1828).
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2.4.3 Fourier et la convolution dans L (R", dx)

On rappelle?! que la convolée f ¢ de deux éléments de Lk (R", dz) (K = R ou C)
est définie comme ’élément de Lj (R™) dont un représentant est la fonction définie
dx-presque partout par

(fx9)(x) = . flx—y)g(y) dy;

I'opération de convolution définie ainsi est une opération interne sur Li(R™, dz),
associative, commutative, mais sans élément neutre*?

Certes aucun élément de L%(R", dx) ne vient remplacer I’élément ey o de la base
canonique de [ (Z™) et 'on ne peut (comme on aurait envie de le faire) illustrer I’om-
niprésence de I'opération de convolution dans le cadre continu aussi bien que comme
on I'a fait dans le cadre discret 43 : la translation f — f(- — 20) est par exemple
un opérateur continu de L (R"™, dz) dans lui méme, invariant par translation, mais
ne se représente pourtant pas comme un opérateur de la forme

avec h € LY (R", dx). Le cadre L' (ou méme L2, le probleme est en fait le méme),
lorsque 'on travaille en continu et non plus en discret, s’avere en effet étre un cadre
trop restreint pour que l'opération de convolution puisse réellement pendre toute sa
signification. C’est la théorie des distributions (voir les cours ultérieurs de master
1) qui permettra d’élargir ce cadre, de donner a cette opération tout son sens et de
comprendre par 1a méme la raison de son omniprésence en ingénierie (lorsque 1’on
travaille avec des appareils agissant de maniere linéaire, continue en un certain sens,
et surtout présentant des caractéristiques immuables en temps ou en espace). Il est
cependant bien utile a ce niveau de déja suggérer cet aspect « pratique » que revét
I'opération de convolution en ingénierie.

La prise de spectre persiste dans le cadre L' (comme elle le faisait dans le cadre
fini, discret ou périodique, voir les propositions 2.2, 2.3, 2.4, 2.5) a échanger les
opérations de convolution et de multiplication; on a en effet la :

Proposition 2.8 Soit f1 et f2 deuz éléments de LE(R™, dx) ; on a, pour tout w dans
R™, la formule

[fr* fo (@) = fi(w) X fa(w).

Preuve. Grace au théoreme de Fubini (on vérifie la clause de sécurité car les
représentants fi et fo choisis sont intégrables sur R") et a I'invariance de la me-
sure de Lebesgue par translation, on a, pour w fixé dans R" :

/n< - fiy) f2(x — )dy) —i@,w d:r;_//nXRn ) folz — y)e 9 dady

// f2 T — ) i(y,w) p—ife—y,w) dzdy
R”xR"

Voir 'énoncé du théoréme de Young (théoreme 4.2 du cours de théorie de I'intégration MHT
512).

42Voir la troisieme séquence du guide d’activité 10 proposé sous Ulysse pour le cours de MHT512.

43Voir la section 4.5.1 du cours de théorie de I'intégration.
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= | h@e e ([ b ye e de) dy
Rn
= [ e (| pa)e 9 de) dy = fi(w) fw).
R R

La proposition est donc ainsi démontrée. <.

Exemple d’application 2.8. Considérons deux fonctions de la forme

, 1 1 T m
o : TeER"+— (27T)n/20176xp( Z'J i )
5 N 1 1 I —m]|2
p : z€eR l—>7( 72 5 - eXp( 52 ),

Jj=1

ot m,m sont des éléments de R™ et 0,5 des éléments de |0, +o0o[”. En passant (aller-retour) par
la transformation de Fourier (et en utilisant les calculs faits pour passer de (2.31) & (2.32) wvia
Fourier), on observe que

~ 1 1 1 <=~ |z; — M;|?
: R (77 J J >
pxY X € }—)(277)"/221---2“6}(1) 2; E?

avec

M = m+m

¥, = 1/0?-4—5?,3’:1,...,71

Ceci montre en particulier que, si K = R ou C, le K-sous-espace vectoriel G ** de LL(R",dz)
engendré (au sens algébrique) par les classes des gaussiennes g.(- — o), € > 0, g € R™, est stable
par convolution. Remarquons aussi que, lorsque K = C, Iimage de G par la transformation de
Fourier est un C-sous-espace G de L{(R", dw). Le sous-espace G *° engendré par les fonctions

xeR"»—>ei<w"”>gE(x—xo), To,w ER™, € >0

(et contenant donc G) est, lui, stable par prise de spectre (et aussi en fait par convolution, vérifiez le
en exercice) ; il contient & la fois G et G sil'on décide d’identifier les deux copies de R” en jeu dans
la transformation de Fourier. C’est d’ailleurs le plus petit sous-espace de L& (R? ~ R”, dz ~ dw)

contenant A la fois G et G.

2.4.4 La formule d’inversion dans le cadre L!

L’un des résultats majeurs (et assez inattendu) de la théorie de Fourier au niveau
L' est la formule d’inversion qui nous assure que tout élément de L& (R™, dx) peut
s’écrire comme un « empilement » de fonctions oscillantes

z— @9 e R

Pourquoi inattendu? Aucune de ces fonctions oscillantes (sauf la fonction nulle),
ne définit en effet une classe de fonctions intégrable; comment, en « empilant »

441,a terminologie que l’on a choisi ici pour qualifier ce sous-espace particulierement intéressant
(car engendré par les classes des versions translatées, comprimées ou dilatées, de la gaussienne de
référence g) fait référence (ce n’est pas une surprise) a Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

45La terminologie choisie ici pour qualifier ce sous-espace (engendré cette fois par les classes des
versions translatées, comprimées ou dilatées, mais cette fois aussi modulées, de la gaussienne de
référence g) fait référence aux travaux du physicien d’origine hongroise Dennis Gabor (1900-1979),
prix Nobel de Physique en 1971, a qui I’on doit I'introduction d’un tel « dictionnaire » d’atomes.
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astucieusement de telles fonctions, espérer récupérer toutes les fonctions intégrables ?
Tout est bien str de fait caché dans 1I’« empilement » qui permet, lui, les phénomenes
de cancellation (ou de battements dans le langage des physiciens, employé surtout
en dimension n = 1). On retrouve dans cette formule d’inversion la grande idée de
Fourier, suivant laquelle tout phénomene physique s’écrirait comme un empilement
de phénomenes ondulatoires élémentaires.

Théoréme 2.4 (Formule d’inversion dans le cadre L') Soit f un élément de
L}C(R”,.dx), tel que f soit une fonction intégrable sur l'espace des fréquences R.
Alors f admet pour représentant la fonction continue :

reR"— f(w) el dy

2m)" Jgn
Preuve. Le point de départ est la proposition 4.10 du cours d’intégration MHT 512
qui assure que si (€g)x>1 est une suite de nombres strictement positifs tendant vers
0, alors ‘ '

LL(R",da)

Confondons un instant les deux copies de R™ que sont R} et R”. Pour € > 0, la
fonction
T~ wr— ge(x)

est en fait le spectre de la classe de fonction

1 ez
(2m)"

r>~wtr—

(il suffit de considérer cette classe sur le modele (2.31) et de calculer son spectre sur
le modele (2.32)). Pour y fixé dans R", la fonction

T wr— gy — x) = ge(z — y)
est (d’apres la formule (2.34)) le spectre de la classe de

1
(27)"

e =2 ()

r>~wtr——

Fixons k € N*. On peut donc écrire, en utilisant Fubini (la clause de sécurité est
remplie car f et he, sont dans Li(R", dx)) :

Fran@) = [ 1@ [ b o) ay
_ / / F)he, (W)e™ 9 dy du
R™ xR”™

n R
]_ . 2 2 -~
= G [, TR T o

Si k tend vers 'infini, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (applicable
ici puisque f est supposée intégrable sur R”) implique

1 , ~ 1 ~ .
lim ( / €%<w,w>e—eﬁllw\\2/2 f(w) dw> — f(w) €z<ac,w> duw .

k—+4oc0 (27?')” (277)” R
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FiG. 2.6 — Expérience de Abbe

Comme l'on sait d’autre part que f * Je, converge vers f dans Li(R™ dz) et que ceci
implique donc?® 'existence d’une suite (f x Ger,) )p>0 convergeant en presque tout x

vers f(x), ou f est un représentant de f, la conclusion du théoréme est donc bien
démontrée. <

Une nouvelle incursion du c6té de 'optique : ’expérience de Abbe.

Voici une nouvelle incursion du coté de 'optique, a la lumiere de la formule d’inver-
sion du théoreme 2.4. C’est 'expérience de la double diffraction (voir la figure 2.6),
dite aussi expérience de Abbe*” qui permet elle la réalisation optique de la convo-
lution comme opération optique. On suppose que le plan 7 = £Un dans lequel se
forme la premiere figure de diffraction de I'image I (I étant une image vivant dans
le plan des images zOy) est le plan d’un masque de filtrage dont la transmittance
en amplitude est E(kg /d, kn/d), ou h est une autre distribution d’image dans le plan
7. L'effet du masque est de transformer I'amplitude lumineuse diffractée

& +n?
2

Qdiffract (5, 7]) = a4 exXp <Zl€d —qwt + ik

i )T(ek/d.nk/d)

en 'amplitude diffractée-masquée
aaitact (§,1) % h(kE/d. kn/d).
Comme le spectre de la distribution d’image
(&m) = T(RE/d, n/d)(kE/d, kn/d)
est formellement (d’apres le théoréme 2.4) donné en les variables (x,y) par

A2 d?

(@,y) = —5— [ * h](=dz/k, ~dy/k),

46Voir la proposition 4.6 du cours de théorie de I’intégration MHT 512, avatar essentiel de la
démonstration du théoréeme de Riesz-Fisher.

4TErnst Abbe (1840-1905) est un mathématicien et physicien allemand & qui I’on doit le schéma
de cette expérience.
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I'image obtenue dans le plan 92‘6@] de la figure 2.6 apres la seconde diffraction est

jQ_i_gZ

(,7) — aexp (2@/«1 —wt + ik ) [ % h)(7, 9)

et 'on réalise bien via ce procédé de double diffraction la convolution de maniere
optique. L’idée est toujours de prendre les spectres des deux étres I et h a convoler
(c’est le but de la premiere diffraction), de multiplier terme a terme ces spectres
(c’est leffet du « masque » correspondant & h dans le plan 7), puis d’utiliser la
formule d’inversion de Fourier, ce qui revient a effectuer une seconde transformée de
Fourier, donc une seconde diffraction, pour retrouver I'antécédent, en 1'occurrence
I % h. La proposition 2.8 soutend bien sir cette démarche.

Un avatar en probabilités : le théoréme de la « limite centrale ».

Concluons cette section par une nouvelle incursion vers la théorie des probabilités.
Supposons que (X )gen+ s0it une suite de variables aléatoires réelles, mutuellement
indépendantes, toutes définies sur le méme espace probabilisé (2,7, P), toutes de
méme loi, avec E[X? = 1 et E[X] = 0 si X := X;. Si l'on calcule la fonction

caractéristique de
Xt X

vk

(notons que 1’écart type de Yj est ainsi normalisé égal & 1), on constate, du fait de
I'indépendance mutuelle des X}, et donc de la formule (2.36), que

Yki

Py, (1) =[O (D))"

Or
CI)X/k(T) = / €iTX(w)/\/EdP<W) = q)_)((’/'/\/z) .

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre (appliqué
deux fois), le fait que le moment d’ordre deux E[X?] soit fini implique que la fonction
® est deux fois différentiable en 7 = 0 et que 'on peut écrire, grace a la formule
de Taylor-Young,

Dx(r/VE) =1~ L BIX?] +o(r/VEP) = 1 = -+ ol (r/VEY?),

d’ou 'on déduit immédiatement

2 k
Jim () = Tim (1 24 o((r/VE) = exp(~7/2) = Do (r),
ou N(0,1) désigne n’importe quelle variable aléatoire réelle sur (2,7, P) suivant
une loi normale (de densité la gaussienne g). Si maintenant ¢ est un élément de
L (R, dt) tel que le spectre de ¢ soit intégrable®, on peut écrire, d’apres le théoreme
2.4 et le théoreme de Fubini, que pour tout k € N (Py, désignant la distribution de
probabilité de la variable Y} sur R),

/Q S(Y)dP = /R (1) dPy, (1) — /R [% /R B(r)e"™ dr | dBy, (1

48D’apres la formule d’inversion du théoréme 2.4, on peut donc considérer ¢ comme une fonction
continue tendant vers 0 a l'infini (mais attention, une fonction continue tendant vers 0 & I'infini
n’est pas forcément du type envisagé ici, les hypotheses faites ici sur ¢ étant plus restrictives).
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_ % R@(T)[ /Q e dPy, ()] d
= % R@(T)@yk(f)dr

Comme ||®y, ||o < 1, on déduit du théoreme de convergence dominée de Lebesgue
et du fait que ®y, converge ponctuellement vers la gaussienne g que

1
lim | o(Vy)dP

k—+o00 Q 27T R

- 1 —~

B dr = o [ o= [ o®g@ .
T Jr R

soit, utilisant le principe de transport des mesures de probabilités,

lim go(Yk)dP:/go(N(O,l))dP. (2.38)

De fait, ce résultat est en fait valable pour toute fonction ¢ continue bornée sur
R (on I'admettra ici, c’est la conséquence d'un célebre théoréme de Paul Lévy 49,
et le résultat (partiellement) prouvé ici n’est rien d’autre que le célebre théoréeme
de la « limite centrale » (voir le cours de MHT 601). Ce théoréme (dont on vient
de voir, ne serait-ce que par la preuve évoquée ici, qu’il n’était pas étranger a la
transformation de Fourier) est 1'une des raisons expliquant le role crucial joué par
la gaussienne (on en verra une autre raison lorsque nous évoquerons dans la section
2.5.3 le principe d’incertitude de Wermer Heisenberg, théoréeme 2.7). La célebre
expérience de Galton consistant a laisser tomber un stock de billes au dessus d'une
grille avec des plots (la bille pouvant tomber indifféremment a gauche ou a droite
lorsqu’elle rencontre un plot, ce suivant une loi binomiale) montre au final que le
tas de billes se répartit dans les canaux du réceptacle suivant une distribution de
Gauss, comme sur la figure 2.7 ci-dessous ; ¢’est l'illustration méme du théoreme de
la limite centrale.

0000 <

AN
yZxxx

yZ

yZ

Fi1G. 2.7 — Le triangle de Galton

494 Si une suite (Yi)r>1 de variables aléatoires réelles toutes définies sur un méme espace de
probabilités est telle que la suite des fonctions caractéristiques (Py, )x>1 converge ponctuellement
vers une fonction ® continue en 7 = 0, alors ® est la fonction caractéristique d’une distribution de
probabilité Py et la suite des lois des variables aléatoires (Y} )r>1 converge en loi vers la distribution
de probabilité Py ». Le probabiliste frangais Paul Lévy (1886-1971), certainement I'un des pionniers
de la théorie des probabilités modernes, publia ce résultat en 1924 et son application au théoreme
limite centrale en est une des applications les plus célebres.
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2.4.5 L’inversion locale et la formule sommatoire de Poisson

Commencons dans cette section par énoncer un analogue continu du théoreme
de Jordan-Dirichlet (théoreme 2.1) concernant la restitution « locale » d’un élément
[ € LL(R,dt) a partir de la connaissance de son spectre. On oubliera dans cette
section les classes de fonctions f pour nous intéresser plus spécifiquement (parce que
les valeurs ponctuelles des fonctions seront en jeu) a des représentants particuliers f
de ces classes. Nous nous placerons aussi en dimension n = 1 (la variable temporelle
sera donc le temps t).

Théoréme 2.5 (Théoréme de Jordan-Dirichlet, version continue) Soit f un
élément de LE(R,dt) et to, ] deuz nombres réels tels que

/1u@ﬁw0+erﬂO—%|<+m (2.39)

[

alors

lim —/ f el dw = 1.

Q—+oo 27

Preuve. Grace au théoréme de Fubini

/if 0,2 gy = % ;(Afwamﬁﬁwww
_ 3; !ﬂw(/ﬂe 0 ) di

_ /f SmQt_tO)dt

t—to

in )
sinflu

. / (Flto +u) + f(to —w))

™ u

On a, en utilisant le fait que

‘V’Q>0,/ studu:/ smuduzﬁ
0 0

u

(il s’agit d’une intégrale semi convergente, voir par exemple le cours de L2 et le
polycopié du cours de MHT401 *°),

= [t 0+t =) B du
1 .
= 1 [t + st = -2 T
1 [~ in (2 1 [ sinQ
1 [Tt st - ) - 2 [T

(2.40)

Les deux premieres intégrales dans le membre de droite de (2.40) tendent vers 0 grace
au lemme de Riemann-Lebesgue (proposition 2.7) puisque les fonctions mesurables

f(to+u) + fto — u)

U = Xjo,2] (U)

u = X[I,OO[(U)

S0http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger /mat401.pdf
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sont dans £ (R, dt). Enfin

lim l/ SmQudu: lim l/ Sanudu:0.
1 0

Q—+oco T U Q—+oo T

La proposition est donc démontrée. <

Exemple d’application 2.9. Voici I'application majeure de ce résultat, comme dans le cadre
périodique (comparez avec l’application du théoréme 2.1) : si f présente une limite & gauche
(f(to — 0)) en ty ainsi qu'une limite & droite (f(¢op + 0)) en ce méme point, alors on peut affirmer
que

eltow f(t0_0)+f(t0+0)
Q—»+0027T/ Jlwperte do = 2

a condition toutefois que soit remplie la clause de sécurité suivante : le graphe de f présente des

demi-tangentes & gauche et & droite respectivement aux points (to, f(to — 0)) et (to, f(to +0)). Il
est important de souligner cependant que ce phénomene de restitution locale de f a partir de son
spectre est, comme dans le cadre périodique, entaché du phénomene d’aliasing de Gibbs (figure 2.2
de la section 2.3.3).

Une autre application importante est la formule sommatoire de Poisson qui permet
de « resommer » une série numérique convergente de maniere a pouvoir améliorer la
vitesse de convergence des sommes partielles de la série.

Proposition 2.9 (Formule sommatoire de Poisson®) Soit f un élément de
LE(R,dt) tel que f € Li(R,dw) et f son unique représentant continu. La série
bilatére

[f( — 2k7) ez

est donc absolument convergente dans L& ([—m, 7], df) et sa somme (dans cet espace
de Banach) définit un élément Y€ L&([—m, 7], df) que l'on suppose de plus avoir
un représentant continu en @ = 0 et présentant des dérivées a gauche et a droite en
ce point. Alors

N
Jm S = 3" Fake e
k=—N
Preuve. Comme

/le(w)ldw = i /(%H) 17 |dw—2/ | F(6 + 2km)| db

k=—co ¥ (2k—1) ke
- / Z|f€+2k7r|)d9<+oo
- kEZ

on a bien convergence absolue de la sére bilatere [F(- = 2k7)|pez dans LE(R, df) vers
un élément 1) de cet espace. Grace a la formule d’inversion de Fourier (théoreme
2.4), on sait que

flt) = %/Rf(t)emdw VieR

510n l'attribue au mathématicien francais Siméon-Denis Poisson (1781-1840) que nous avons
déja évoqué a propos de la loi de Poisson.
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et que par conséquent

N N

>0 = 5 [ Fr( X )

=—N

1 ~

= %/Rf(w)DN(w)dw
1 ™

= %/_ﬂw(u)DN(u)du.

Mais nous nous trouvons exactement dans conditions d’application du théoreme de
Jordan-Dirichlet (théoréme 2.1 et son application) en ¢ty = 0 a cause des hypotheses
faites sur ¢. On en déduit

) 1
lim —
N—+oo 27T

/ " Y(u) Dy (ur) du = (0).

d’ou le résultat voulu. <

Exemple 2.10. On a vu (exemple 2.5 de la section 2.4.1) que la fonction

67‘”
t—
avait pour spectre la fonction
——
14 w?
D’apres la formule d’inversion de Fourier (théoreme 2.4), la fonction
1
i —_—
f — T

a pour spectre

f cw i el

On vérifie que les conditions d’application de la proposition 2.9 sont ici remplies et que par
conséquent, pour chaque 7 > 0,

1 T —2n[k|/7
Z 1+72k2 71 Ze
kez kez

(on travaille avec t — f(7t) au lieu de f pour appliquer la formule). On obtient ainsi

) I G 7(2 —2’”/7—1)

o1+ 6727r/7'
T1—e27/7"

C’est un exemple ou la série de droite (série géométrique) converge beaucoup plus vite que la série
de gauche (série équivalente & une série de Riemann)2. Si I'on prend 7 >> 1, on écrit ceci

k2 + L T

Qi 1 11 7T><T(2+1(2/)2+ )
il 2 ~(on /T
T2 2 6
k=1 T
et 'on retrouve en mettant les deux membres sous la forme

2

1—|—a—;—|—0(7_2) = 1—&—1—2—1—0(7_2)
T 37T

2(Ceci sera un fait général dans l'utilisation de la formule de Poisson (c’est d’ailleurs une raison
majeure de son intérét) car on verra plus loin avec le principe d’incertitude d’Heisenberg (théoréme
2.7) que mieux f est localisée en temps, plus f est diffus en fréquences (et vice-versa).
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la valeur de

Ool (6%}
2= "

k=1

Exemple 2.11. Si 7 > 0, la gaussienne ¢ +— e t'T/2 g pour transformée de Fourier la gaussienne

@e"’ﬂ/ (27%) ; on déduit par conséquent de la formule sommatoire de Poisson la formule

2,2
K272V 2 _2mk?
E e = —T E e T2

kEZ keZ

w

si T est trés petit, disons par exemple 7 ~ 1072, 72 = 1076 et il faut un nombre impressionnant
de termes pour calculer la somme
>t
e

keZ

avec une erreur de 1073 (entrainez vous & calculer combien!); en revanche, le calcul approché de

la somme ‘
_ 2x2k2
E e 2
kEZ

se fait lui avec trés peu de termes du fait que 1/72 ~ 10°! C’est 1& toute la force de la formule

sommatoire de Poisson!

2.5 La transformation de Fourier dans L4(R", dz)

2.5.1 Une isométrie de G dans lui-méme (pour la norme L?)

On rappelle la définition du C-sous-espace vectoriel G de LE(R™, dx) constitué
des classes de fonctions intégrables de la forme

N
f 2 eER"— Z)\j eiw® ,z) ge, (& — D) |
=1

ot 20, wl) j = 1,.. N, désignent des points respectivement de R7 et RY, €5,
j=1,..., N, des nombres strictement positifs, \;, ..., Ay des coefficients complexes.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.10 Pour tout f € G, on a, pour tout représentant f def :

[ @k = g [ ()P,

Preuve. On considére un représentant f de f et la fonction

FzeR —s f+J(—)(z) = [ STl =) dy (2.41)

(il se trouve que l'intégrale ci dessus est bien définie pour tout x € R, la fonction de

2 ainsi définie est donc bien un représentant de 'élément f  f(— -) de LL(R™, dx)).
On remarque que la fonction F' définie par (2.41) est toujours un élément de G (car
G est stable par convolution). Il résulte de la proposition 2.8 que l'on a

-~

5270 = 7 [
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ce qui donne, pour tout w € R, :

7T @) = ) x

= fw) x flw) = f@).

Or la formule d’inversion de Fourier (théoréeme 2.4) nous assure qu’'un autre repré-

sentant (lui aussi continu, comme F) de la classe f % f(—-) est

~ 1
F R" —
T e 2m)

[ (Fwpet .

Comme F et F sont deux représentants continus du méme élément de L (R", dx),
ces deux représentants coincident et on a, en prenant leur valeur commune en z = 0,

FO) = [ V@) e = FO) = g [ 17w o,

ce qui est la formule escomptée. .

Les fonctions f représentant les éléments de G étant clairement des fonctions de
LZ(R", dz), on peut prendre leurs classes dans LZ(R™, dz) et noter également G le
C-sous-espace que ces classes constituent dans LZ(R",dx) cette fois. On a alors le
résultat suivant :

Proposition 2.11 L’application qui a f € G C LA(R?,dx) associe la classe de ]?
dans G C LA(R", dw) est un isomorphisme entre ces deux copies de G (l'une sur R,
Pautre sur R") et l'on a de plus

corl (2.42)

I£115 =

L’ isomorphisme inverse est 'application qui a f € G C LA(R", dw) associe la classe
(dans LZ(R?,dz)) de la fonction

re€R" —

1 )

Preuve. C’est une application immédiate de la proposition 2.10 et de la formule
d’inversion de Fourier (théoreme 2.4) applicable ici puisque G (qui est invariant sous
la transformation de Fourier si I'on décide d’identifier les deux copies R? et R” en
jeu dans cette transformation) est dans LE(R? ~ R” dz ~ dw). <

2.5.2 Extension a LZ(R",dz) et formule de Plancherel

Le C-sous-espace vectoriel G C LA(R? ~ R", dx ~ dw) est invariant par prise de
transformation de Fourier et est d’autre part un C-sous-espace dense dans 1’espace
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de Hilbert LA(R", dz). Si en effet f est un élément de LL(R", dx) N LA(R™,dx)
orthogonal a G, on a

fy)e g (y—a)dy= [ fly)e ™ g (v —y)dy=0
R~ R™

pour tout x,w dans R™ et pour tout € > 0 (compte tenu de la définition de G). En
particulier, on a f x g = 0 pour tout € > 0, ce qui implique f = 0, puisque 1'on
sait que la suite (f * g )p>1 converge vers f dans LL(R™,dx) lorsque (eg)ps1 est
une suite de nombres strictement positifs tendant vers 0 3. Comme le sous-espace
LE(R™, dx)NLA(R™, dx) est un sous-espace dense de LA(R", dx) ®*, on a bien densité
dans LA(R?” ~ R" dx ~ dw) du sous-espace G.

Le lemme 1.2 établi dans la section 1.11.1 du chapitre 1, combiné avec la formule
d’isométrie (2.42) (valable pour tout ¢ € G) établie dans la proposition 2.11, nous
autorise a étendre (de maniere unique) I’action de 'opération

fegc LA(R?, dx) — classe (]?) €G C LL(R", dw)
en un opérateur linéaire continu
F . f e LA(RY, dzx) — F(f) € LE(R", dw) .
L’opération inverse
classe (f) € G C LA(R", dw) — f € G C LA(R", dx)
peut également étre étendue en un opérateur linéaire continu
Fofe LA(RY, dw) — F(f) € LA(RY, dx).

D’une part la formule (2.42) demeure valide, d’autre part 'opérateur JF coincide sur
le sous-espace Lg (R, dz) N LA(R?, dx) avec 'opérateur consistant a associer a f la
classe de f, f étant cette fois considéré comme élément de L (R?, dx).

Tout cela peut étre résumé en le théoreme suivant :
Théoréme 2.6 Soit f € LA(R?,dx) et f € LA(R?,dw). Les limites

T —+o0
L2(R7 dw)

lim [w — / f(z)e i@ dg:] = F(f) € LA(R", dw)
[T, 7|

1
(2m)"

lim [az‘ —
Q——+oo
LZ (R} dx)

[ R o) = P € 2R )
o0

et définissent l'action de deux opérateurs inverses l'un de l’autre que [’on appelle
respectivement transformation de Fourier et transformation de Fourier inverse. De
plus, on a la formule, dite formule de Plancherel 5

1
(2m)"

53Toujours la proposition 4.10 du cours de théorie de I'intégration MHT 512.

54Voir le cours de théorie de I'intégration : ceci résulte du fait que ce C-sous-espace contient les
classes des fonctions indicatrices des pavés a1, b1] X ... X [ay, by].

550n fait référence ici aux travaux du mathématicien suisse Michaél Plancherel, 1885-1967.

vf e Le(Ry,dr), |fl3= IFHI, (2.43)
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formule que ’on peut dédoubler en

. o 1 ) .
Vhfre 2EL). [ f@RE = o [ PR

(2.44)

Attention ! Contrairement & ce qui se passe pour florsquo fe LE (R, dx), F( f) est un élément de
LZ(R", dw) (défini comme une limite dans cet espace de classes de fonctions elles ponctuellement
définies, a savoir les classes des spectres des fx_r7», T — +00, qui, eux, sont des spectres
d’éléments de LL(R?,dz)) et n’a donc pas de sens ponctuel. On ne saurait parler de F(f)[wo] en
un point spécifique wy de 'espace R”. Il faut prendre garde a ce point subtil mais essentiel. C’est
la méme chose en ce qui concerne F~1(f) lorsque f est un élément de LZ(R”, dw).

Preuve. L’énoncé est juste un résumé de ce qui précede dans cette section 2.5.2.
Tout a été dit, si ce n'est le fait bien connu qu'un élément de LZ(R?,dx) (resp.
LA(R", dw)) s’approche dans cet espace par les classes des fonctions « tronquées »

fX[*T,T]" ) T> 07

en faisant tendre 7" vers l'infini. <

Exemple 2.12. On a vu (exemple 2.3 dans la section 2.4.1) que le spectre de la fonction ca-
ractéristique x[_7 1) était la fonction

sinwT’
w2 .

w

Grace au théoreme 2.6, la transformée de de Fourier

.7-"<t . 2smTt)

a pour représentant dans LZ(R,, dw) la fonction
W 2T X X[—T7,T] -

La transformée de Fourier de la fonction

sin(wt/2)

i :teR
sinc — /2

a pour représentant
W 2X[_x/2,7/2] -

2.5.3 Fourier versus la dérivation; le principe d’incertitude
d’Heisenberg

Plus le spectre d’un élément f de LL(R?,dz) décroit rapidement lorsque ||wl|
tend vers l'infini, plus Uon peut affirmer que f est régulier, c’est & dire admet un
représentant de classe C™, avec m lié a la vitesse de convergence du spectre. En
effet, on a la

Proposition 2.12 Si f € LL(R?, dz) N LA(R?, dx) et siw — |[w||™ |f(w)| définit
un élément de LE(RT, dw) N LE(R™, dw) pour un certain entier m € N, f admet un
représentant f de classe C™ et pour tout opérateur différentiel P(0/0x1, ...,0/0x,)
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d’ordre total inférieur ou égal a m, P[D](f) définit un élément de LA(R?,dz) dont
la transformée de Fourier a pour représentant

~

w€eR" — P(iw) f(w) ;

de plus, on a

[ 1P s = i [P,

1
(2m)"
Preuve. On utilise tout d’abord la formule d’inversion de Fourier (théoreme 2.4)
qui nous assure que f admet pour représentant

1
cx € R" — “zow) duy .
f Gy [ f@re
En appliquant a répétition le théoreme de dérivation de Lebesgue des intégrales a
parametres °%, on voit que le fait que

w — [Jw[|™ | f(w)]
soit dans LE(R™, dw) implique que f est de classe C™ et que 'on a, pour tout
opérateur différentiel P(0/0x1,...,0/0x,) d’ordre au plus m,

~

P(D)[fl(w) = (er)n / Plie) Fl@)e ) d.

Le théoreme 2.6 nous assure que P(D)[f] définit bien un élément de LZ(RZ,dz)
puisque N
w — [Jw[|™ [ f(w)]

est aussi dans LZ(R”, dw) et que le degré total de P est au plus m. De plus, ce méme
théoreme nous assure que F(P[D](f)) a pour représentant

~

w € R" — Pliw)f(w).

Ell“ll, on a
T 2 r = ! w 2 Aw 2 w
/n|P[D](f)( )| d T /R|P( WL (w)]*d

d’apres la formule de Plancherel (2.43). La proposition est ainsi démontrée. <

La proposition 2.12 peut aussi se lire en échangeant les deux mondes R” et R” ; plus

f a un représentant décroissant vers 0 rapidement, plus le spectre f est régulier. On
a la proposition :

Proposition 2.13 S5i f est une fonction mesurable sur R telle que
z— =[] f ()]

définisse un élément de LE(R2, dx) N LA(RY, dx) pour un certain entier m € N, alors
f est de classe C™ et pour tout opérateur différentiel P(0/0xy, ...,0/0x,) d’ordre
total inférieur ou égal a m, P[D](f) définit un élément de LA(R",dw), avec

PDI(f)(w) = [#+— P(-in)f(0)] () Ve € R;

56Théoreme 3.3 du cours de théorie de l'intégration MHT 512.
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de plus, on a

| PDID@P e =@rr [ 1r@PIP-in) ds.

Preuve. Les hypotheses permettent d’appliquer a répétition (pas plus de m fois
cependant) le théoreme de dérivation de Lebesgue des intégrales dépendant d’un
parametre a

weR" — f(w) = f(z)e ™) dy |
Rn
Cette fonction est donc de classe C™ et on a

PDIP@) = [ Pl-imf)e @ ds  VweRe.
Le théoreme 2.6 nous permet d’affirmer que P [D](A) définit un élément de I’espace
LA(R™, dw) et que

[ PDId@P e =@ar [ 7P ds

d’apres la formule de Plancherel (2.43). La proposition est démontrée.

Derriere les énoncés des propositions 2.12 et 2.13, on voit poindre la construction
d’une hiérarchie d’espaces de Hilbert, tous sous-espaces de LZ(R™, dz), introduits
par le mathématicien russe Sergei Sobolev (1908-1989) vers 1935 7.

Si nous ne pouvons aller plus avant en direction des contributions de Sobolev, nous
)
pouvons cependant formuler un principe essentiel en physique, soutendu par I'ana-
lyse de Fourier, principe mettant une nouvelle fois en lumiere le role privilégié de la
)
gaussienne dans cette analyse. Pour simplifier, nous nous limiterons a la dimension
n=1.

Théoréme 2.7 (Principe d’incertitude d’Heisenberg®®) Soit f une fonction
mesurable sur R tel que t — |t | f(t)| définisse un élément de LE(Ry, dt)NLA(Ry, dt),

-~

que w — |wl| | f(w)| définisse un élément de L (R, dw)NLE(R,, dw), et que de plus
| flla =15 Alors

\//R|t|2|f(t)\2dt X \//R w2 F(w)[? dw > \/g (2.45)

l'inégalité ne devenant une égalité que si f est une gaussienne centrée de la forme
1 /A 2
PRI AR
f®) 2\/;

5T(est & Sergei Sobolev en Union Soviétique et & Laurent Schwartz (1915-2002) en France que
Pon doit les fondements de la théorie des fonctions généralisées (ou distributions), formidable outil
de modélisation dans la théorie des équations aux dérivées partielles; le formalisme de la théorie
des distributions, enseigné en master 1, est malheureusement nécessaire pour asseoir la définition
mathématique des espaces de Sobolev. Les deux propositions 2.12 et 2.13 ne font ici que suggérer
cette définition.

5811 fut formulé par le physicien allemand Wermer Heisenberg au printemps 1927, & I'aube des
développements ultérieurs de la mécanique quantique.

59Cette derniere condition est juste une condition de normalisation.

avec Rel > 0.
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Preuve. D’apres la proposition 2.12, f admet un représentant dérivable (c’est lui
que nous noterons maintenant f), tel que f’ définisse un élément de LA(R,,dt) et

que
1 ~
[irwra = o [k 1fe)ra.

De plus, si u et v sont deux réels strictement positifs, alors, une intégration par
parties donne

Re( [ erF@ar) = [rwr]” -5 [ iropar (2.46)

u —u

Comme

/ ] /()] dt < +o0,
R

il existe une suite deux suites strictement croissantes et tendant vers +o0o de nombres
réels strictement positifs (ug)r>0 et (v )r>o telles que

Jm ual Pl = Jim vl (w0l = 0.

De plus, tf et f’ définissent des éléments de L (R;, dt), ce qui implique la convergence
(absolue) de Iintégrale impropre

/R LT dt

Si 'on choisit u = uy, v = v, dans (2.46) et que l'on fasse tendre k vers 'infini, on

trouve donc )

Re(/_itf(t)f’—(t)dt> :—%/R|f(t)|2dt:—§.

Il vient donc, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la proposition 2.12 (pour
exprimer || f’||2),

;< 1/ tf(t)%dt\s\/ / t2|f(t)|2dt\/ [ irwea
< / t2|f<t>|2dt><%2_ﬂ\/ / w2 [Fw) 2 (2.47)

ce qui fournit I'inégalité voulue. Pour que cette inégalité ne soit pas stricte, il faut que
I’on se trouve dans le cas d’égalité lors de notre utilisation de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans L4(R;,dt) avec les deux éléments que sont les classes de t — tf(t)
et de t — f'(t) (premiere étape de la chaine d’inégalités (2.47)). L’égalité n’est
possible que s’il existe une constante A € C telle que

VteR, f'(t)+2Xtf(t)=0.

Cette équation différentielle se résout immédiatement et ’on trouve bien

f A — %\/Ee)‘l52
T
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avec Re A > 0 puisque f doit étre intégrable; il y a deux solutions possibles (puis-
qu’un nombre complexe non nul a deux racines carrées), la constante multiplicative
tenant compte de la normalisation ||fl; =1. <&

Voici l'interprétation du théoreme 2.7; les deux facteurs figurant au membre de
gauche dans l'inégalité (2.45) peuvent s’interpréter comme les racines carrées des
moments d’inertie (par rapport a l'origine) des répartitions d’énergie |f(t)|*>dt et
|f(w) |2 dw. Plus le premier facteur est petit, meilleure est la concentration de I’éner-
gie de f au voisinage de l'origine dans I'espace R; des temps; plus le second facteur
est petit, meilleure est la concentration de ’énergie du spectre de f au voisinage
de l'origine dans 'espace R, des fréquences. Ce que dit I'inégalité (2.45), c’est que
I’on est dans l'incapacité de rendre ces deux facteurs petits, autrement dit, on ne
peut bien localiser a la fois I’énergie de f et ’énergie de son spectre. Le moins pire
« compromis » s’avere étre le choix des gaussiennes, d’ou leur role pour modéliser
les particules en mécanique quantique. Ce principe crucial conditionne autant en
mathématiques qu’en physique 'outil qu’est la transformation de Fourier. Il faut
tenter de « faire avec ». Il est important de bien ’avoir compris.

2.5.4 Fonctions L? & spectre borné ; le théoréme de Shannon

Les deux dernieres section de ce chapitre (et du cours) doivent étre vues comme
des digressions (pouvant servir de theme d’exercice ou de probleme de révision)
autour des deux chapitres. La présente section est dévolue a la notion de « spectre
borné » et surtout au résultat majeur qu’est le théoréme d’échantillonnage de Shan-
non-Nyquist.

Définition 2.8 Un élément f € LA(R™, dz) est dit & spectre borné s’il existe Q > 0
tel que

F(f) =0 presque partout hors de [, Q]".

Du fait du théoreme 2.6, un tel élément f admet toujours un représentant continu,

a savoir® .
f ::UG]R"»—>—/ F(f)(w) @) duw.
(2m)m Q0"
Nous allons montrer que dans cette section qu’en fait, si 71, ..., 7,, sont des nombres
strictement positifs tels que 7; €]0,7/Q], j = 1,...,n, alors cette fonction continue
est entierement déterminée par la donnée de tous les échantillons

f(k?lTl, ...,]{fnTn) s ]{31, . kn c 7" .

L’hypothese portant sur les 7; (17; < 7/ pour j = 1,...,n) est essentielle : par
exemple, si € €]0, [, la fonction

sin(Q — €)t

fiteR— x sin(et) ,

60FEn fait, par exemple lorsque n = 1, ce représentant est méme une fonction réelle analytique,
c’est a dire une fonction s’exprimant sur R comme la somme d’une série entiere de rayon de
convergence +oo (il suffit de développer I’exponentielle en série sous U'intégrale, puis d’intervertir,
ce qui licite ici d’apres le théoreme de Lebesgue, sommation et intégration) ; ¢’est donc en particulier
une fonction C*° qui, & moins d’étre identiquement nulle, ne saurait présenter que des zéros isolés.
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qui définit bien un élément f de LA(R, dt) tel que F( f) = 0 presque partout hors
de [—,Q)], ne saurait étre déterminée a partir de ses échantillons f(7wk/(2 — €)),
k € Z, car ces nombres sont tous nuls!

Nous énoncgons pour simplifier le résultat dans le cas n = 1 mais il est immédiatement
transposable au cadre multidimensionnel. Il s’agit, on s’en doute, d’un résultat tres
important du point de vue pratique puisqu’il valide la possibilité d’échantillonner
une fonction continue d’énergie finie et de spectre vivant dans [—€2, Q] sans courir
le risque d’une perte d’informations (pourvu que le pas d’échantillonnage soit plus
petit que le seuil 7/Q que les ingénieurs qualifient de sewil de Nyquist); c’est le
théoréme de Shannon-Nyquist®! :

Théoreme 2.8 Soz'tf € L4(Ry,dt) une fonction a spectre borné, inclus dans l'in-
tervalle [, Q] avec Q > 0, et f un représentant continu de f. Alors, pour tout
7 €|0,7/Q)], la suite de fonctions (fn)nen, 0U

N
fv iteR— Y f(kT)SiﬂC(M), N eN,
k=—N

converge uniformément vers f sur R 62,

Preuve. D’apres le théoreme 2.6, on sait que 'unique représentant continu de f est
la fonction

1 . .
f :tGRr—>—/.7:(f)(w)eWtdw = / F(f)(w)e™" dw
2 Jr
w/T

- F(f) w)e do

27T —7/T

_ iwt/T
9 / F(f)(w/7)e™ dw

— th/T
27”/7 (0/7)e—#7 df

On fixe t € R et on utilise maintenant la formule (2.15) (formule de Parseval)
introduite dans la section 2.3.1 avec les deux fonctions

fi 0€e[—n,+n] — F(H)O)7)
fo 0 €[—mm[ — e

(ces deux fonctions sont ensuite prolongées par 2m-périodicité en des fonctions
définissant des classes f; et fo dans LA(T)). Les coefficients de Fourier complexes de

61Ingénieur électrique américain, Claude Elwood Shannon (1916-2001) fut un des pionniers de
la théorie de 'information ; on lui doit 'introduction de la notion d’entropie et la mise en évidence
de son role majeur dans les problemes de gain ou de compression d’information, les bases de la
théorie du codage, etc.. Le résultat que nous citons ici, attribué a Shannon et a Harry Nyquist
(1889-1976), physicien suédois collaborateur de Shannon aux Bell Labs, est un principe majeur en

théorie de la communication et dans le traitement des signaux ou des images.
sin(mwu/2)

520n rappelle la définition de la fonction sinus cardinal sur R par sinc (u) = =
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f1 sont donnés par

) ™ . ) T [T ) .
a(h) = — [ FpHemera=1 [ Ff)(-wet do

2 o 27 —n/T

Q
-~ /_Q F(F)(~w)e™™ dw = 7f(—kr) VEEZ.

Les coefficients de Fourier complexes de fy sont donnés, eux, par

. 1 ™ it/ —ikf 1 ei(k+t/T)7r _ e—i(k—i-t/’r)w
- ot/ —ik0 gp —
il /2) 27 _We ‘ 27 i(k+t/7)
_ sin(k +t/7)mw :sinc<2(t_ (—k:T))) VEeZ
(k+t/7)m T '

En appliquant la formule (2.15), on trouve

ft) = kioof —kT smc(2( ) kioof k) smc( (t_kT))
k=—o00 k=—o00
= yim fx(?)

(la convergence étant ici une convergence ponctuelle). Le fait que la convergence soit
uniforme résulte du fait que la fonction

teR+— Zsin(:Q(M)

T
keZ

soit une fonction 7-périodique continue, donc bornée%® par une constante C' > 0, et
que (f(k7))rez € [2(Z). Pour Ny > Ny, on a, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

v~ e = VE( 32 17GmE) "

N1<|k|<N2

Le critere de Cauchy uniforme est donc rempli car on peut réaliser || fa, — fa,[|co < €
pour Ny > N; > N(e) avec N (€) assez grand ; on en déduit la convergence uniforme
de (fn)nen vers f et donc la conclusion du théoreme de Shannon. <

2.6 L’outil Fourier couplé avec ’analyse hilber-
tienne ; deux exemples

Pour faire le pont entre les deux chapitres de ce cours, nous avons choisi deux
exemples ou analyse hilbertienne et analyse de Fourier se croisent et se completent :
le principe mathématique du CAT-Scanner et le probleme de l'extrapolation des
informations.

631] se trouve en fait que cette fonction est en fait constante et égale & 1, ce que 1’on voit en
travaillant un peu plus, mais nous n’en avons pas besoin ici.
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2.6.1 Un premier exemple; l'inversion de transformations
intégrales et le CAT-Scanner

Soit f € L2(R",dx), admettant un représentant nul presque partout hors de la
boule euclidienne fermée de R™ de rayon R (avec R > 0) ®. Pour tout £ € S"!(R)
(ot S"H(R) désigne la sphere unité de R™), il résulte du théoreme de Fubini que la
fonction

pER+— fPp&+y)dery
yegt
(ot &4 désigne I'hyperplan orthogonal & RE pour le produit scalaire usuel, devry
désignant la mesure de Lebesgue sur R™ restreinte a cet hyperplan) est bien définie
presque partout (elle est nulle presque partout hors de [—R, R]) et induit (comme
fonction de p) une classe Ry f] de L (R,,dp). L'application qui a un telle classe
f € LA(R?, dx) associe la collection d’éléments

(RB [f]) £esn—1(R)

est appelée transformation de Radon par les hyperplans. Etre capable de restaurer
f & partir de la connaissance de toutes les « coupes » Re| f] ¢ € S"H(R), est un
probleme d’'un intérét pratique majeur, on le verra plus loin. Nous allons ici proposer
deux solutions pour ce faire, I'une reposant sur l'utilisation de la transformation de
Fourier, I’autre sur le maniement de ’analyse hilbertienne.

Pour mettre en ceuvre la premiére solution, fixons £ € S*'(R) et calculons la
transformée de Fourier (au sens L?) de R¢[f]. Un représentant de F(Re[f]) est la
fonction

7TeR — / fp@%—y)dg( ))e_ippo

~

- f<x> e do = J(re)

R‘IL

Or, d’apres le théoreme 2.6, on a, en utilisant les coordonnées polaires,

1 r -~ .
f = lim — |7 — f(w) €@ dw}
S, @mn Jull <2
17 PN :
= lim or ( / f(r€) ei® 78 T"—ldT) dgm(g)}
L2(R?,dz) B £esn—1(R) 0
L Y (e, €) _n-1
—  lim - ([ Relfiy et o tar) dows (o)
St @0 et Vo

(2.48)

ol nous avons convenu de noter £ — dgn—1(€) la mesure de Lebesgue sur la sphere
unité de R". Le procédé d’inversion décrit dans (2.48) est un premier procédé, basé
sur 'utilisation de la transformée de Fourier, pour recomposer la classe inconnue f
a partir de toutes les « coupes » Ry [f], ¢ € S"Y(R).

64La classe f admet donc un représentant intégrable.
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La seconde solution passe, elle, par 1'utilisation de ’algorithmique hilbertienne, plus
précisément de la proposition 1.16 de la section 1.11.3 du chapitre 1. Soit H le R-
espace des classes de fonctions mesurables sur la boule euclidienne B := B, (0, R),
telles

/ |f(z)]?dr < 400
B
et, pour tout £ € S*1(R), soit
Re : f € H— Re[f] € Lg([-R, R], dp)

qui & f associe la classe de fonction
pr— /Lf(pfﬂty)dey.
3

Il s’agit d'un opérateur continu entre les deux espaces de Hilbert réels que sont H
et L*([—R, R],dp). Le noyau F¢ de R est donc un R-sous-espace vectoriel fermé de
H. La projection d'une classe ¢ de H sur 'orthogonal Fj de ce noyau est la classe
de représentant (défini presque partout)

x € Bp(0, R) — Reg] ((z, §)).
En effet on vérifie immédiatement que, si g est un représentant de ¢,
z— g(z) — Relg] (=, £))

est le représentant d’une classe appartenant au noyau F¢ de R¢; d’autre part, pour
toute classe h (de représentant h) dans ce noyau,

/B Relg) (o, ) (a)do = [ Relg) (0 hip€ +9) dpdevy

[pI2+lylI2<R
yest
= / h(p& + y)( / g(p& +u) dgﬂt) dp dery
[pI2+ylI2<R pI2+ul2<R
yett uegt
= / g(p& + U)< / h(p& +y) d&?J) dpderu
IpI2+lull2<R pI2+llyl2<R
uelt yeet

= / g(p§ +u) Re[h](p) dpderu=0.

Ipl2+|[ul2<R
uelt

Si l'on choisit une collection finie {&,...,&y} de directions dans S"}(R) et si
Py, ..., Py désignent les projections orthogonales respectivement sur les sous-espaces
fermés F, ..., Fiy, alors, pour tout ¢ dans H, la suite

((PM o Py 10...0 Pl)k(g)>

k>1

converge lorsque k tend vers +oo vers la projection de ¢ sur le sous espace affine

M
F+)F-
j=1
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En particulier, si 'on prend ¢ = 0, on a

Jm (Paro Pyyo...0 P1)* (0) — Proj iy gy iy (0)
ce qui fournit un moyen (itératif) d’approcher f (modulo les éléments du sous-espace
vectoriel F1N---NFyr) lorsque 'on dispose de la connaissance de représentants pour
les classes Re,| f], j=1,..., M (la connaissance de toutes ces classes fournit le moyen
de calculer de proche en proche tous les (Py; o Py_10...0 P)*(0), on pourra le
vérifier en exercice). Plus M est grand, plus le R-sous-espace vectoriel Fy N...NEFy,
est petit % et par conséquent, meilleure est approximation de f ainsi réalisée.

Il a fallu attendre les annéees 1970 % pour que les formules établies en 1911 par le
mathématicien autrichien Johannes Radon pour inverser la transformée qui porte au-
jourd’hui son nom trouvent, avec les progres de I'informatique et de ’algorithmique
de la transformation de Fourier (et I'irruption de 'algorithme de Fast Fourier Trans-
form proposé par J.W. Cooley et J.W. Tuckey en 1965 et dont nous avons parlé dans
la section 2.2.1), leur pleine réalisation au service de la tomographie médicale et de

son instrument clef, le CAT-scanner®”.

2.6.2 Un second exemple : I’extrapolation des signaux de
spectre borné

Pour cette seconde illustration (qui peut encore étre vue comme un theme de
probleme dirigé), on se place dans le cadre n = 1. Le C-espace de Hilbert H =
LZ4(Ry, dt) contient deux types de sous-espaces fermés intéressants :

— d’une part, si T > 0, le C-sous espace HT constitué des classes f ayant un

représentant presque partout nul hors de [T, T7;

— d’autre part, si Q@ > 0, le C-sous espace vectoriel Hg constitué des classes f

telles que F| f] admette un représentant nul presque partout hors de [—£2, €].
Si f € H, la projection orthogonale de f sur H” a pour représntant la fonction
IXj=r1), ot f est un représentant de f.

Si f € H, la projection orthogonale de f sur Hg est
‘,'til[fX[—Q,Q] s

ot f est un représentant de F|[f]. Il résulte du théoreme 2.6 et de I'étude de Pexemple
2.12 qui 'accompagne qu’un représentant de cette projection est la fonction

Q(t —u))

1 sin(

t—u
ot f est un représentant de f.

Comme un élément f de Hy admet pour représentant la fonction

I
t— — f(w)e™ dw
27T —-Q

65Notons que les éléments de ce sous-espace sont les classes h telles que Ry, [h] =0,j=1,...,M.

66 Avec D'attribution en 1979 du prix Nobel de médecine au physicien (et mathématicien)
américain Allan M. Cormack et a l'informaticien et ingénieur électronicien anglais Godfrey N.
Hounsfield pour leurs travaux en CAT-scanner tomographie.

67CAT pour Computed Axial Tomography.
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qui est une fonction réelle analytique et ne donc peut avoir (& moins d’étre identique-
ment nulle) que des zéros isolés, on a Ho N (HT)* = {0} puisque tout représentant
d’un élément de (HT)* doit étre presque partout nul hors de [T, 7.

Nous sommes donc en situation de mettre en ceuvre I'application de la proposition
1.16 de la section 1.11.3 du chapitre 1 : si fy := Projyr(f), alors, par le jeu du
mécanisme itératif

frrr = fo+ (1= xrm)F ! [XHLQ] «F[fk]] , k=0,..,

on approche f dans H, ce qui donne ainsi un procédé (théorique!) pour « extrapoler »
le représentant continu de f (supposé ici seulement connu sur [—7, T puisque I'on
ne dispose que de sa projection orthogonale sur H”) & R tout entier. Ce procédé
algorithmique, introduit dans les années 1970, nommé du fait de ses inventeurs
procédé de Gerchberg-Papoulis®®, méme si bien siir il est tres difficile a réaliser de
maniéere stable numériquement (les signaux a spectre borné relevant de 'utopie car
tout signal est inévitablement bruité et le bruit ne saurait étre a spectre borné),
s’avere une bonne illustration du profit que 'on a a coupler les outils Fourier du
chapitre 2 avec les notions d’analyse hilbertienne présentées au chapitre 1.

La présentation de ce dernier exemple, fédérant les deux chapitres de ce cours, le
conclut tout naturellement. Elle souligne aussi combien les outils de ’algorithmique
pythagoricienne et ceux de 'analyse de Fourier sont intimement complémentaires,
le meilleur cadre pour travailler étant sans aucun doute celui des espaces de Hilbert,
c’est-a-dire le cadre [? ou L?.

FIN

68 A. Papoulis (1921-2002) est un théoricien du signal américain d’origine grecque contemporain ;
ses ouvrages d’enseignement en analyse de Fourier, traitement du signal et processus stochastiques
sont largement utilisés tant par la communauté mathématique que celle des ingénieurs; ils ont
inspiré la présentation du chapitre 2 de ce cours.



